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INTRODUCTION.- Soit M la théorie du premier ordre de la multiplica-
tion des entiers naturels non nuls, c'est-&-dire de la structure

(N,.) de langage L = (.), ol . est un signe fonctionnel binaire.

Comme pour toute théorie d'une structure infinie, on sait gue
M est mon-contradictoire, compléte et non-catégorique (la structure

ci-dessus, appelée modéle standard de la théorie étudiée, n'est pas

le seul modéle (méme & isomorphisme prés)) (cf. [ME]).

Dans ce qui suit, je donne une axiomatique explicite de cette
théorie, puis une é&limination des quantificateurs, ce qui permet de
caractériser les types, je montre qu'elle est conséquence de la
Zo—induction (théorie bien plus faible que l'arithmétique de Péano),
et enfin que les quantificateurs de Ramsey sont éliminables dans le

modéle standard.

Presburger [Prl] a étudié la théorie de l1'addition, i.e. de la
structure (I ,+), en 1929 : il en a donné une axiomatique explicite,
une élimination des quantificateurs et montré ainsi qu'elle était dé-
cidable. Skolem montrait 1'année suivante que la théorie de la multi-
plication était décidable (résultat bien connu, cf. [SK1,[MO] et [FV]).
Récemment, il y a eu des travaux de Jensen et Ehrenfeucht [JE], de

Rackoff sur la complexité de l'algorithme de décision [RA], de
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Lessan [LE] et enfin de Nadel gui montre que la théorie compléte de
la multiplication est conséquence de l'arithmétique de Péano [NAT.
D'autre part, Zoé Chatzidakis [CH] a caractérisé tous les modéles de

la théorie de la multiplication en termes de faisceaux.

Cet article est une version révisée de ma thése de troisiéme
cycle soutenue le 25 mars 1980 & 1'Université& Paris VI (Frangois
Aribaud, président, Roland Fraissé, Angus Macintyre, Kenneth
Mc Aloon et Bruno Poizat, examinateurs). Je tiens a remercier tous
ceux sans qui cette thése n'aurait pas été menée jusqu'd son terme,
et plus particuliérement Kenneth Mc Aloon qui m'a proposé les sujets,
Bruno Poizat qui m'a guidé durant toute sa préparation ainsi que

1'Ecole Normale Supérieure de 1l'Enseignement Technique (Cachan).
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A.- PRELIMINAIRES : LA THEORIE DE L'ADDITION

1.- AXIOMATISATION DE LA THEORIE DE L'ADDITION

Soit PRESB la théorie de 1'addition des entiers naturels, i.e.
de la structure (N ,+), de langage (+), ol + est un signe fonctionnel

binaire. Voici une axiomatigue de cette théorie (cf. [PR] ou [FRI])
Al. (Associativité) ¥ x ¥ y ¥ z (x+ (y+2z) = (x+y) + 2)

A2, (Element neutre) 4 vy ¥ y (x+y=y+x =y)

cet é€lément neutre est uniqgue et on le note o).
A3. (CommutatiVité) ¥V x ¥ y (x+vy =y + X)
24, (REgularité) V x ¥V y V z (x+z=y+2 > x=y)

A5. (Positivité) V x ¥y (Xx+y =0 » x=y=0)

{On note n. x le terme défini par récurrenxe sur n ¢ N par :

(O.x =0et (n+1).x =n.x+x.)
26", (Pas de torsion) (pour tout neN " : ) ¥ x (n,x=0 = X =0)
(On définit la relation < par : x < y ss8i 3 z {(y=2+x). )

A7. (Ordre total) ¥ x ¥y (x <y vy < x)

A8. (Discrétion) 3dx ¥y (x# O a (O <y < x> (y=0v y=x)))

(Cet x est unique et on le note 1.)
A9™. (Divisibilit&) (pour tout ne N* : )

¥x3dyidlz(x=n.y+zarz<n.larz#n.l)

2.- ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS POUR LA THEQRIE DE L'ADDITION

D1 1°.- On dit qu'une formule d'un langage L est ouverte (ou sans

quantificateurs) ssi aucune occurrenced'un guantificateur n'y inter-

vient ;

2°.- On dit gu'une théorie T de langage L &limine les quantifica-

teurs ssi toute formule ¢ de L est T-équivalente 3 une formule y de

L ouverte.

3°.- L3 ol il n'y a pas de risque de confusion, et ofi il est clair
de quelle théorie T il s'agit, on écrira simplement ¢ au lieu de
T —¢
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D2.- Pour n entier on note, dans la théorie de 1l'addition, x <Y
pour : 3 z {(y =n.z+x}.

Remarque.- Pour n = O, on retrouve ainsi 1'égalité ; pour n = 1, ce
n'est rien d'autre gque la relation d' ordre. Pour n = 2, x g Y
signifie non seulement que x est congru & y modulo n au sens classi-

que mais aussl gque X < y. On peut définit x Z, Y par :

(x SpY VY <, X).
Presburger a montré que la théorie de 1'addition de langage
(+,0,1, <, (En)n22) (ou {+,0,1,( Sn}ngﬂi)) &limine les quantificateurs
(c'est en fait le résultat qui sert a montrer la complétude de PRESB).

Nous le redémontrons ci-dessous en T2.

3.- FONCTIONS DE SKOLEM

D3.-0n dit qu'une théorie T admet des fonctions de Skolem ssi pour

toute (n+ 1)-formule G(X,xl,...,xn) de L(T) il existe une relation
fonctionnelle (ou application définissable) y = f(xl,...,xn) telle
que

TV Xyeos ¥ xn (1% e(x,xl,...,xn)e_.e(f(xl,...,xn),(xl,...,xn)).

Tl.- La théorie de 1'addition admet des fonctions de Skolem.

Démonstration.- En effet, on prend pour f(x .,xn) le plus petit x

17
convenant, i.e. : - si 77 x e(xl,...,xn) alors x = O ;
- sinon le x tel que
e(X’Xl""'Xn) AV Y (e(y,xl,...,xn) > ¥ = X),

un tel x existe car c'est vrai dans le modéle standard (principe du
bon ordre) et puisque la théorie est compléte (nous.le verrons d'ail-

leurs directement dans T2). On note cet x:py e(y,xl,...,xp) (lire

"le plus petit y tel que ...").

T2.-.Les fonctions de Skolem y = f(x "Xn) sont définies par :

pree



AN (Ci(xl""’xn) >y = t,(x

e X))
1<i<k i

avec Cg formule du langage de L'élimination des quantificateurs et t;

terme du langage L' = (+,%,([1]) *,0,1), ol

ne N
- < est la soustraction compléte : x -~ y = { X~y six =2y

O sinon

- [%j est le gquotient dans la division euclidienne de x par n, dont
l'existence est affirmée par a9,

Démonstration.- Nous allons, en fait, en plus montrer 1l'élimination
des quantificateurs, ce gui se fait par récurrence sur la complexité de
la formule. Le seul cas non trivial est celui de : 3 x G(X,xl,...,xn).
Par hypothése de récurrence et d'aprés la mise sous forme normale,

nous avons, en remarquant de plus les équivalences
-X=y<-«>(XSy/\ySX)

- X Fy<>(x+1 =y Vv y+l < x)

-~ (X £ y)esy+1l 2 X
- J{x En V)es> (x+1 S, Y Ve Xx+n=-1 En v,
la forme canonigque
B{X, X seve X )= N (u, s u' A...Au_ < u' Av, = V! oA
1 n 1<i<k 1 1 o] P 1 o, 1
AV = v')
m
g q g

avec les u et v termes de (+,0,1).

On voit, par récurrence sur la complexité&, que tout terme t en

Ky Ry eeo X de (+,0,1) est, & PRESB-équivalence prés, de la forme
a;x; +o. 0+ anxn + ax + a’ , avec al,...,an,a,a' e N .
D'autre part, pour m e N ona : ¥ x (x = O v x n 1ve..v x = m-1).
'ou = ! = PN = =
D'ol t o ee-VV(xl - al A AR E Al A x o a)
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avec : ays.-.,8 48 < m. Enfin, on a
u' = u *
ax+u < uesx < [ a—] , pour a ¢ W , et :
u' =
u' s ax+u<> (uosuv e— U3 < x)
Ainsi : B(X,X,,...,%X_ ) e Y (C.(X ,...,%_) A X = a, A...A X Z
1 n . i’y n m 1 m
1<ic<k 1 p
AU, £ X A...A U_ £ X A X < A L..A X <V
1 r Vi 5!

avec un autre k gue celui ci-dessus, Cy conjonction de formules de la

*
forme : w < w', Xj Em b avec m ¢ WN , b <m, w et w' termes en

XireerXy du langage (+,0,1), et les uj et vj termes en Xyreeer ¥y du
langage L'.
Si, dans les C,, nous incorporons des X. = b. pour 1 £r £p
i J my Jr

1 < j < n (en augmentant k et le nombre de termes de la disjonction),

ainsi que pour ¢g,t permutations de [1,r] et [1l,p] respectivement:

u <...5 U v <...5 VvV
(1) g(r) " "t(1) T(s)
nous avons, en posant u = u , V. =V , éventuellement u = 0 si
o(r) T(s)
r =0, " < v" le mot vide si s = 0O
B(X,X 00X )e—s W (C.(X,,...,X.) A u< X<V
1 n 1<ick *o 1 n
AX E oA Al..Ax Ea )
1 j2

Or dés que nous connaissons les restes modulo les m_ pour les xj nous

les connaissons aussi pour u, nous savons donc exprimer le plus petit

u' plus grand que u tel que : u' S @ Aeeen u' %n ap, il est de la
forme : u' = u+N, avec N ¢ N. 1 p

Remarquons enfin que pour w, w' termes de L' nous avons :
W < Weso¢ , avec ¢ formule sans guantificateur de (+,0,1), par ré-

currence sur la complexité, car :

—
Six
[}
IA
4

X -y < 2e>((x2yAx<2+y)Vvxc<y), «e>X < Nn.y.
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Aussi peut-on considérer les conditions Ci comme étant des for-

mules du langage de 1'élimination. Par conséquent

J x e(x,xl,...,xn)<~—5 VV(Ci(xl,...,xn) A u' < v)

(sans " u' < v "
théoréme de 1'élimination, et d'autre part,

(Ci(xl""’xn) Aul s v) o,y =u',

ce qui donne la forme des fonctions de Skolem (remarguons que les

éventuellement s'il n'y a pas de v), ce cul montre le

conditions peuvent ne pas &xre indépendantes, mais cela n'a pas d'im-

portance). 0
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B.- AXIOMATISATION

l.- SOMME DIRECTE DE STRUCTURES

D1l.- Soient L un langage ayant une et une seule constante, notée O,
(@.i)iEI une famille non vide de L-structures telle gue pour tout i de
I et tout symbole fonctionnel F de L, on ait : F(O,...,0) = O.

La somme directe de cette famille ect la L-structure ?s, notée

@D @i, définie par :

iel o
- B={fe I A,/f(i) = O sauf pour au plus un nombre fini de i} ;
iel
s i =t , .
- pour R prédicat n-aire de L : R (fl""’fn) ssi pour tout i de I
_ @i
ona R (£,(i),..., £ (1)) ;

1

~ pour F symbole fonctionnel n-aire de L :

s -Gy . .
) (£, (1), £ 13)) )

Remarques : 1°.- & @&, est bien une L-structure, la cldture pour les
iel
fonctions étant assurée par la condition sur la famille ;
2°.- 81 I est fini, la somaz directe est la méme chose que

le produit direct.

*
Exemples : 1°.- Ona (WN,.) = o @in avec @in = (N ,+) pour tout n ;
ne N
2°.- On a (N*,l) = e @in avec Gin = (N, <) pour tout n,
ne N

ot | est la relation de divisibilité.

2.- AXIOMATIQUE.

Introduction.- Pour donner une axiomatigue de la théorie M, nous allons
. - . *

commencer par exhiber une théorie de langage L dont (N ,.) est un mo-

déle (et que nous noterons encore M par abus de langage), puis nous

montrerons gue cette théorie est compléte.
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L'axiomatique est une modélisation, dans le langage du premier
ordre L, du fait que M est une somme directe de modéles de la théorie
de l1'addition (ce qui ne veut pas dire, bien slir, que les modéles de
cette théorie soient de cette forme). Pour cela, on définit 1l'ensem-
ble  des nombres premiers, gqui jouera le rdle de 1l'ensemble indiciel
I, l2s nombre p-primaires PR(p,) (c'est-a-dire tel que p soit le seul
nombre premier les divisant), la valuation p-adique d'un nombre x,
V(p,x) (c'est-a~dire le plus grand nombre p-primaire divisant x, et
non l'exposant de p de celui-ci, gu'il n'est pas possible de définir

dans ce langage).

D2.- On appelle théorie de la multiplication la théorie M de langage

L = (.), ot . est un signe fonctionnel binaire, et dont les axiomes

propres sont les axiomes et schémas d'axiomes suivants.

Al.- (Associativitéd) ¥ x ¥y vz (x.(yv.2z2) = (x.y).2)

A2.- (Elément neutre) 3 x ¥y (X.y =y.X =y)

(cet €lément neutre qui est unique est noté 1).
A3.- (Commutativité) V x ¥y (x.y = y . X)
A4.- (Régularité) ¥ x ¥y ¥z (X.2z2 =y.2 + X =yY)
A5.~ (Positivité) ¥ x ¥y (XxX.y=1=»x =y =1)

n P -
(on note x~ le terme défini par récurrence sur

n+1 n
x =

n e N par : x° = 1et : X . x).

ae". - (Pas de torsion) (Pour n e N ) + ¥X V¥ y (xn =y > x =y)

dl.- On dit gue x divise y, et on note x|y, ssiona : 31z (y=2z.x).

ce z quli est unique, se note : %

A7".- (Divisibilité) (Pour n ¢ W' ) :

vxiyiz(x=vy".za¥ v' vz (x=y'".z z|z'))

d2.- p est un nombre premier, et on note P(p) , ssi on a :

PALlAV¥ X (x|Ip~> (X=1VX=p))

A8.- (Existence de nombres premiers) ¥ x 3 p (P(p) A p + x)

(cet axiome dit beaucoup plus que l'existence de nombres premiers, &

savoir l'existence d'une infinité de nombres premiers).
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d3.- x est un nombre p-primaire, et on note PR(p,x), ssi on a

P(p) A~ ¥ q{(P(p) ~» g #p) ~gqt x)

A9.-~ (| total sur PR(p,))

¥ pV¥xV¥y ((PR(p,x) A PR(p,y)) > (x]y v ylx)

d4.- On définit la valuation p-adique de x, et on note V(p,x) par

y = V(p,x) «> (P(p) APR(p,y) Ay |x A ¥ z((PR(p,2) A 2| %) > 2| Y))

A10.- (Existence des valuations) ¥V x ¥ p (P(p) > 3T vy (v = Vi(p,x}).
All,.-

(x est caractérisé par ses valuations)

¥XVy (x =y« ¥p (P(p) > V(p,x) = V(p,y) ))

Al12.- (Linéarité de la valuation)

VX V¥y¥p (P(p) »Vip,x.y) =V(p,x).Vip,y))

Al3.- (Division)
¥xVy (¥p (P(p) » Vip,x)|Vip,y)) » x|y
Al4.- (Troncage)
¥x¥y dz¥p (P(p) » ((p|x > Vip,2z) = Vip,y))
A (p+ x>Vip,z) =1 )))
(ce z gqui est unique, est noté T(x,y)).
(c'est-a-dire, si y =1 pu alors T(x,y) = T p%).
p/x
Al15.- (Incrémentation)
¥Vx3y¥p (P(p) » ((ptx->Vipy =1)
A {p] x> vVip,y) =p.Vip,x) )))

(ce y,qui est unique, est noté Ix).
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(c'est-a-dire, si x =1 pOc alors Ix = 1 pa+l).
p|x
d5.- Pour n ¢ N, on note X =, Y ssiona 3z (y-= 2" . x).

(Attention : ceci ne signifie pas seulement que les valuations au sens
usuel de x sont congrues modulo n aux valuations de y, mais aussi que

x|y).
Al6.- (Séparation) (pour n e IN)

¥X¥y31z¥p (P(p) ~ ({(p|]x.y r Vip,x) =, Vipyy)) » Vip,2) = p)
alp tx.y v Vip,x) o Vip,y)) » vip,z) = 1)))

(ce z, gqui est unique, est noté SPn(x,y)).

(c'est-a-dire, si x =TI p~, vy =1 p° , sp_ (x,y) = T . P,

plx.y

La condition p| x .y est 13 pour assurer qu'on est en présence d'un

produit "fini").

3.- DEVELOPPEMENT DE LA THEQRIE

D3.- Soient @ un modéle de M, p un nombre premier de G (i.e. p ¢ A

et & = TP(p) ). On note fiE la structure (Ap,.) ol
B, = {x ¢ 3/@ = PR(p,x)}
et . est la restriction de , i Ap.
Tl.- @lp est un modéle de la théorie de l'addition.
Démonstration. ¥ p (P (p) - PR(p,1)) : en effet, si q| 1 alors, d'a-

prés la positivité&(A5), g = 1. ainsi A_ # ¢.
P

O (Discrétion) ¥ p ¥ x ((P(p) A PR(p,x))—

3y x|y APRp,Y) AxFyarav¥z ((x|zrz|y) - (z=xvz=y))))
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posons y = p. X ; si x \z alors z = t.x ; si z [y alors :

y=u.z=u.t.x =p.xd'ol, d'aprés la régularité (ad4), u. t =p

et, par définition d'un nombre premier, t = 1 ou t = u, d'ol le ré-
sultat.

O ¥X ¥ p (PR(p,X) » (V(p,x) = 3 ¥ g ((P( A g#p »Vig,x)=1)):
il résulte immédiatement de la définition gque V(p,x) = x ; si V(g,x)#1

alors g | V(g,x) (d'apré&s la discrétion), or V(g,x)| x, d'old q | x, soit

g = p par définition de PR.

o ¥ x ¥ p (PR(p,p)) : en effet, on a p |p et pour g nombre premier

si g|] p alors g = p, par définition méme d'un nombre premier.

© ¥x¥y¥p ((P(p)a PrR(P,X) A PR(P,y)) - PR(p,x.y)) :

si pour g nombre premier différent de p, on avait g |x. y alors il
existerait z tel que x.y = 2z.q, d'oll V(g,x.vy) = Vi{g,z. q), soit,
d'aprés la linéarité (Al2), V(q,x) .V(q,y) = V(g,z) . V{(g,q), soit

encore q | 1 d'aprés ce qui précéde, impossible.

Ainsi Ap est stable pour la multiplication et (ap est bien une

structure.

o Que @ip vérifie les axiomes d'associativité, d'existence d'un
€lément neutre, de commutativité, de régularité, de positivité, de non-
torsion résulte immédiatement des axiomes Al, A2 (et du fait que
1 ¢ Ap), A3, A4, A5, et A6™ de la théorie M. D'autre part, nous avons
montré la discrétion plus haut.

o L'ordre total résulte de A6 en remarquant gue le z tel que

Yy =2z.x si x|y, par exemple, est tel gue PR(p,z) : en effet, sinon

il existe g différent de p tel que g| z, d'oll q| y, impossible.
0 (Divisibilité) (pour tout n ¢ N* : )

¥p¥x ((IP(p) A PR(pyx)) > 3y 32z (PR(p,y) A PRI(p,2) A

X = yn. zZ A zlpn Az # pn)

d'aprés A7n, ilexiste y et z tels que x = yn. z et z minimal ; on 4
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v | x et z|x d'ol PR(p,y) et PR(p,z) ; si z +pn alors, d'aprés 1l'ordre
total, pn] z d'oll z = pn. z' et x = yn. pn. z' = (y. p)n. z' avec
z'| z et z' # z, contradiction. [

Conséquence.- Indifféremment dans la suite on utilisera la notation
additive (avec 0O,1,+,<,S,...) ou multiplicative (avec l,p,.,l,I,...)

lorsqu'on parlera des éléments de Ap

Pl.- Tout modéle de M a une infinité de nombres premiers, plus préci-

sément : ¥ x 1 p (P(p) A~ p + x).

Démonstration.~ En effet, supposons qu'il y ait seulement un nombre

fini de nombres premiers, soit y---,P.. Posons alors x = p.,...,pP

p Py Pn 1 n
(éventuellement x = 1), d'aprés A8 il existe un nombre premier p gui ne
divise pas x, donc p # Prree-rPos contradiction. [

Remargue.~ Si on dit qu'un sous-ensemble P' de nombres premiers est
fini si, et seulement si, il existe un é&lement x de A tel que :
P € P'«s pl x. Alors un modéle @ de M a aussi une infinité de nom-
bres premiers au sens qu'aucun élément n'est divisible par tous les
nombres premiers.

n

P2 (pour tout n ¢ N*)

vx3yvop (B(p) »Vipy = ReX

Démonstration.- En effet, d'aprés l1'axiome de divisibilité A7n, il

existe y et z tels que : x = yn. z et z le plus petit possible ; c'est
ce z qui convient. O
P3.-¥x¥yidz¥p (P(p) »Vip,z) = Vip,x) = V(p,y))

Démonstration.- On a : T(SPl(y,x),y)| T(SPl(y,x),x),il suffit de prendre
T (8P, (y,x),X)

* T TP, (v, 0,y .

Ce z est noté x + y, et on parle de division compléte).
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T2.- (Existence de tout produit "fini" de nombres p-primaires)

Soit z = f(?) une relation fonctionnelle de la théorie de 1'addi-

tion, alors on a

VIV x 3y V¥ (B » ((plx, > Vie,y) = £(V(p,X))
A (p 4 X, > Vip,y) =1 )))
Démonstration.- On a z = pu(u = f(;)) donc, d'aprés la forme des fonc-
tions de Skolem pour la théorie de 1l'addition (A III T2), f est de la
forme : W (C.(¥) » 2z = t,(¥)), avec C, formule du langage de
1<isk 1 L 1

1'élimination des quantificateurs pour 1l'addition et t; terme du lan-

gage L' = (+,l,([53)n€N*,O,l)-

D'aprés la mise sous forme normale et le fait que la négation
d'une formule atomique du langage de 1l'élimination est une combinai-

son booléenne positive de formules atomiques, on a £ de la forme :

W (M C..(P) »z=¢t.(3)) ,
<ic< J +

1 k 1<i<m, +
i

avec k éventuellement différent de celui ci-dessus et les Cij(§) de
la forme : u(y) £ u' (y), avec njy € N, u et u' termes de
(+,0,1). +

Considérons x et L Posons, pour i ¢ [1,k] , J € [l,mi] :
- p.. =5pP (W(X) ,u' (X)) . (x. = (WX .u' (%))

ij n; g o}

l'intervention du premier facteur se comprend aisément, le deuxiéme

facteur est dl & ce que si p ¢ u(x) .u'(x) alors on a

a(vip,%)) = u' (V(p,%)) = 1, d'ol : w(V(p, %)= u'(V(p,X)
i3

mais p + SP_ (u(X),u' (X)) ).

i3
- Pi = . P.. (ceci est obtenu gr&ce au troncage).
lsgsmi ij
- bi = ti(§) (ceci a un sens en ramplagant + par ., = par

B ,[ﬁJ par l'opération exhibée en P2n, O par 1 et 1 par I).
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- a; = T(Pi,bi), et enfin a = T(xo,a

cherché. 0

10t .ak) alors a est le y

4 .- COMPLETUDE ET DECIDABILITE DE LA THEORIE M

D4.- Soit L' = (.,V) le langage obtenu & partir de L en ajoutant un
signe fonctionnel binaire. A toute formule ¢ de L on associe la for-
mule QE de L' dont 1'ensemble des variables libres est celui de ¢ plus
la variable p (mise en exposant dans notre notaticn), obtenue en rem-

plagant chague variable libre x par le terme V(p,x}.

P3.- Soit @ un modéle de M, ¢ une n-formule de L, p un nombre premier
de @ et f ¢ A", alors

G = ¢pC%] si et seulement si @ipk= ¢ [V(p,?)]

ot V(p, (f ) = (VR £, VIR E)).

[EARE n

Démonstration.- Par récurrence sur la longueur de ¢. [J

D5.- On note M" la théorie de langage L" = (.,V,P), extension par dé-

finition é&vidente de M.

D6.- Soit 6 une formule de L et k ¢ N alors on pose Rk(e) la formule

de L" suivante

3p, ---3p (XN Py Fp. A XN P(p)A @ 1y,
1<i<j<k ] 1<i<k

T3.- Toute formule ¢ de L est M"-équivalente & une combinaison boo-

léenne de formules du type Rk(e).
Démonstration.- Par récurrence sur la longueur de ¢.
- Pour ¢ atomique, i.e. de la forme t = t', on a

Oy e sX)) (¥ pe P) (Vip,t) = V(p,t"))
> (¥ p e P) (£(V (p,xl),...,v(p,xn))z t'(V(p,xl),...,

V(D,Xn)>)<—> 7 Rl(‘)¢>
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- Pour ¢ négation ou disjonction, 1'étape de la récurrence est évi-

dente.

- Pour ¢ de la forme J X Y on a,par hvpothé&se de récurrence, et la

mise sous forme normale

¢ < 3 x WI(R, (8)) Acean Ry (B0 A TR, (6, ) Aveen TR (8, )

1 m m+1 m+n

(6.) A...A TR (8 ))
kl 1 km+n m+n

«W 31 x(R
Il suffit donc de le montrer pour une formule du genre

3 x(R, (6.) A...A TR (8 )).
kl 1 km+n m+n

Pour faciliter 1'exposé, montrons-le pour une formule du genre :

3 X(Rkl(el) Avoih ka(em)A Skm+l(em+l) VN Skm+n(em+n)
AT ka+n+l(em+n+l) Aewen Tl ka+n+p(em+n+p))
ol E£ est 1l'abréviation de Ry A 1 Rk+1 (pour k = 1).
o Lemme 1l.- On peut supposer el""’em+n+p deux a deux indépendantes

(6 et 8' sont dites indépendantes ssi 7 (6 A 6'}) est une tautologie),
et de plus que \></6i est une tautologie.

Démonstration.- En effet, pour r c {1,mtn+p] posons

91 = M 9. A XN g . Alors les 6' sont indépendantes et on a le ré-
r ier 1 i 1 r

sultat voulu en utilisant les faits suivants et autres transformations

analogues

+ (Rk(e) A Rk,(e'))e* W (Rn(e AB') A Rn,(e AB') A Rn"(‘le A 8'))

n,n',n"eWN
n+n'=k
n'+n"=k'

(ot Ro(e) doit eétre considérée comme la formule vide).
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+ (Rk(e) A WRk.(e'))e W (Rn(e ATTEY)A sn,(e A 0'") A']Rn..('lel\e'))

n,n',n"e«eN

n'<k'-1
n+n'=k
nl+n"=kl D

o Lemme 2.- Etant donné une formule :

v= MR o84 A s, (88 A 1R, (8))
1<i<m i m+1<is<m+n i m+n+1<i<m+n+p i
il existe une formule y', combinaison booléenne de formules du type

R, (6), telle que pour @ modéle de M, on ait : @ = y'rf1 si,
et seulement si, il existe une "partition"
Pl,...,P

avec :

nin de P (c'est-a-dire que les Pi sont deux a deux disjoints),

- pour i e [1,m+n] Pi contient exactement 1i &léments ;

- pour i e [1,m+n] si p e P, alors G = gPrf

Démonstration.- La difficulté provient de ce que méme si 6§ et §' sont
indépendants, i.e. 1 (6 A 6') est une tautologie, on peut avoir
3 x 06 A 3 x 06'.

Cependant, il existe bien une telle formule (c'est un probléme de

combinatcire) de la forme :

WK/ Sy sy AN e(i,j) 3 % 8.)
m+n M min (D) *

k : 2 +N Jje2 l<i<m+n

avec ¢ (i,3) rien ou le signe de négation, k application correspondant

aux parties "convenables" (il y en a un nombre fini, car de toute
fagon, k(j) < 1, avec 1 = EE li). |
l<i<m+n

o Lemme 3.- On peut supposer yp de la forme :

MR8 A XY s, (6.) A TR, (8).
l<ism %i 1 melsismén Fi 1 1
Démonstration.- On remarque que : 1 Ry, (8) «~ TR(B) v 8 (8) v...

v sk(e) et :WRl(el) Aveon 1 R, (By) «— ']Rl(el VIRRY ek) et on ajoute
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des disjonctions. g

o Alors I xXx ¢ est M"-équivalente & :

VoA W R (8.(0,8)) A TR (DA x T8) A

1<i<sm
AN\ TR (3x 6, A~ T ( W ix 6.)) (1)
(m+1sism+n ki+l + 1<j<m+n ]
i3
A A(\ TR 4 4 (3% 0y axeiAT(w axej))(z)
m+1$11S12sm+n i, "1, 1 2 1<j<m+n
AL .1,
A IR ( Ix6, ~ 1(W 3% 8.))) (n)
(> 1,)+1  mtl<ismin + 1<j<m J

m+l<i<m+n
CN : Seul le deuxiéme terme n'est pas évident. Soit @ un modéle de M,

et f tel que @ = ¢[¥], alors il existe a tel que @ == w[a,%].

si t = (fl""’fn)’ soit a' = a. £ fn' alors d'aprés A8, il

IR
existe un nombre premier p (et méme une infinité) qui ne divise pas a',

donc @ |f= Gi(O,...,O) pour un certain i ¢ [1,m+n], car

9 v N 6. est une tautologie et on a 1R (e)[a,f], or
. i 1
l1<i<m+n
ei(O,...,O) est un énoncé et (Qp est un modé&le de la théorie de l'addi-
tion, qui est complé&te, donc pour tout p on a @ k= 61(5),
ce qui montre que l'on a : V% T Rl(T 81(6)).
l<i<m+n

On ne peut pas avoir i ¢ [m+l1,m+n] car sinon on n'aurait pas

@ =R, (8)) (af].
1
Cs : D'aprés (1) & (n) il existe (Pi)m+1sism+n’
de ki nombres premiers tel que : p ¢ Pi > (4 x ei)p, et tel que pour

pe P\ ( U P,), ona (W 3x8)P
m+l<i<m+n I<i<m 1

Pi ensemble de moins

(par 1'absurde).

1 = 1 : 3 v
D'aprés ¥', il existe (Pi)lsism+n’

deux, Pi a exactement k; €léments et pour p ¢ Pi, ona: (13x 6i)p.

les Pi étant disjoints deux &

Alors, on construit X de la fagon suivante, grédce au théoréme
IIT T2
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- pour i ¢ [m+l,m+n], pour p ¢ P, et pour k, - |Pil éléments de P}

on prend : V(p,xo} = x(ei(x)} ;
- pour i € [1,m], pour p € Pi on prend : V(p,xo) = u x(ei(x)) ;

- pour p | £lo e .fp et non encore considéré

Vip,x) = u x( W 0,(x)) ;
Pr¥o 1<ism

- pour les autres p : V(p,xo) = 0. Alors cet X convient. [J
Remarque.- Toute formule ¢ de L" est également M"-équivalente & une
combinaison boolé&enne de formules du type Rk(e), car M"-égquivalente

d une formule de L.
Corollaire.- La théorie M est compléte et décidable.

Démonstration.- La théorie M" étant une extension par définition de M
il suffit de raisonner sur M". Or lorsque ¢ est un &noncé on est

ramené, de fagon effective, 3 une combinaison booléenne de formules

du type Rk(e) avec 6 énoncé ; d'aprés P3, (6) est vrai si, et seu-

R
k
lement si, est vrai dans la théorie de l'addition, or cette derniére

théorie est compléte et décidable, d'oll le résultat. U

5.- LA THEORIE DE LA MULTIPLICATION N'EST PAS FINIMENT AXIOMATISABLE

T4,- La théorie de la multiplication n'est pas finiment axiomatisable.

Démonstration.- Cela provient essentiellement du fait gue la théorie

de 1l'addition n'est pmas finiment axiomatisable (Cf. [PRI] oulFRJ]).

En effet, supposons gue cette théorie soit finiment axiomatisa-
ble, alors ce nombre fini d'axiomes (en fait leur conjonction) serait
conséguence d'un nombre fini d'axiomes exhibés ci-dessus, et en parti-
culier d'un nombre fini d'axiomes de divisibilité 27", Soit N le plus
grand entier n tel que 27" soit nécessaire (avec, éventuellement,

N =1). Pour 1 ¢ N, considérons la structure @i = (Ai,+) avec
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Ai={(x,y)eQ+xZ/(x=—aavecas]N) et (x = 0 >y ¢ W)}
(x,y) + (x',y") = (x+x',y+y") (avec les additions habituelles
dans Q et #Z)

Posons : @ = @& @ii. Alors @ est un modéle de tous les axio-

1eX
mes autres que les axiomes de divisibilité a7t pour n > N. []



C.- ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS

CARACTERISTION DES TYPES

1.- PREMIERE ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS

Dl.- Pour n ¢ N* on pose E ("a au moins n @léments”) la relation

unaire suivante :

1p...9p. (AN P, # p. A AN (P (p.) ~ p, | %)),
1 B i<i<q<n 3 1<i<n * +
Tl.- (Elimination des quantificateurs pour la théorie M)
P L] o _
La théorie M~ de langage L~ = (.,l,I,TASPn)nelq,(Ek)keN*),

extension par définition évidente de M, élimine les gquantificateurs.

Démonstration.- o D'aprés le théoréme BT3, toute formule ¢ de L° est

Mo—équivalente 4 une combinaison booléenne de formules du genre

Rk(e). I1 résulte alors de ce que la théorie de l'addition de langage
(+I (:I'I)DEJN ’
normale et de la distributivité des quantificateurs existentiels par

0,1) élimine les quantificateurs, de la mise sous forme
rapport 3 la disjonction, que les formules 6 des Rk(e) peuvent é&tre
prises comme conjonction de formules de la forme : t En t', avec

t, t' termes de (.,I,1).

o Soit 8§ = M\ 6; avec 8, de la forme : t, = tl.
1<ic<k ny
Premier cas.- Pour tout i de [1l,k] on a : ti(l,...,l) En ti(l,...,l).

i
. o . . R
Alors Rk(e) est vrali dans M~, car il y a une infinité de nombres pre-
miers ne divisant aucun des paramétres, et on a, par exemple :

Rk(S) - 7 El(l)'

Deuxiéme cas.- Sinon pour tout i de [1,k] posons : t; = SPn (ti’ti)’
3 . = " " l
puis : t tl Aoeoh tk.
' 5.3 - n " " " .
(c'est-3-dire : T(tl’T(tz”°"T(tk—1’tk)"')) ). Alors on a :

Rk(6)++ Ek(t). D'oli le résultat. 0
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. O .. e
Remargue.- Nous venons de voir que M~ élimine les quantificateurs, en
particulier les relations définies jusqu'’ici s'expriment dans le lan-

gage r° ; vérifions-1le

- x] Y e T(SPl(x,y),x) =X
- P (X) <« (IX = x> A E, (SP_(Ix,x2)) A A E,(SP_(IX,x2)) ) ;
1 o ! 2 o ! !
-  PR(p,X) «» (P(p) o T(p,x) = x).
De plus, on a : V(p,x) = T(p,x) (en fait, on n'a plus 1l'é&galité

si p n'est pas premier, mais ce n'est pas important).

2.- LA COMBINATOIRE SOUS-JACENTE A LA THEORIE DE LA MULTIPLICATION

D2.- 1°. On dit qu'un entier x est un ensemble fini de nombre premiers
et on note Fin(x) ssi pour tout p de P on a : V(p,x) =1 ou p,
i.e. : x = SPO(X,X).

2°. A tout entier x on associe l'ensemble fini de nombres pre-

miers associé, noté F(x), et défini par : F(x) = SPO(X,X)(= I p).
p|x

3°. On définit l'union de x et vy (tels que Fin(x) et Fin(y)), et
on note x U y, par x u y = F(x.vy).

4°, On définit l'intersection de x 2t y (tels que Fin{(x) et

Fin(y)), et on note x n y, par x n y = T(x,y).

5°., On définit la différence de x et y (tels que Fin(x) et Fin(y)),

- X
et on note x\y, par x\y = T(%,y) °
_ p sip|lxetpty
Remarque.- On a, pour p premier, V(p,x\y) =
1 sinon.

)

Notation.- Dans la suite on notera X le langage (U’n’\'(Ek)kEN*

D3.- pour (s;,...,s ) « {-1,1}" \{(-1,...,-1)} on dé&finit

y = §;¥X, n...n s .x par z = N X, z' = U Xir ¥y = z\z'.
1<i<n 1<is<n

si=l s,=-1

1
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3. CARACTERISATION DES n-TYPES DE LA THEORIE DE LA MULTIPLICATION

D4.- On appelle ensemble fini primitif définissable & partir de

Xjre-a X Un terme de la forme SPk(t(xl,...,xn),t'(xl,...,xn)) avec
ke N, t et t' n-termes du langage (.,I,1).
T2.- (Deuxiéme €limination des quantificateurs)

Toute formule ¢(xl,...,xn) de L est équivalente a une formule
@(Yl,...,Yp) ol & est une formule de X et les Yi des ensembles finis
primitifs définissables & partir de XipeeerX, -

Démonstration.~ o D'aprés l'élimination des quantificateurs, on

peut supposer que ¢ est une formule du langage LO. Une formule de ce
langage est une combinaison booléenne de formules de la forme

t = t' ou Ek(t); mais la premiére forme est é&quivalente &
TE (8P (T, t') . sp (It',t)) ,

on n'a donc & ne considérer que des formules atomiques de la seconde
forme.

o Lemme.- Pour t, t' n~termes du langage ("l'I’T’(SPk)kelﬂ P

SPm(t,t') est équivalent 3 un A-terme d'ensembles finis primitifs dé-

finissables a partir de Ryreoor¥X .

Démonstration.— Par récurrence sur les complexités de t et t'. On a,

o %1 on By By
a éguivalence prés : t = I”xl -ee XUy --- ¥y, et ' o=
o o Y Y
19% 1 cee x_ MLz ! ... z_° avec les y. et les z. de la forme
1 n 1 S 1 J
SP(,) ou T(,).
- Sir =s =0, on est en présence d'un terme primitif.
. ' t
Si r # O, posons u' = Yy r @ =%
- 8iu' = T(v,v'), on a :
SPk(t,t‘)==ﬂ {pe® /plt'.u.T(v,v') et V(p,u)Jv—V(p,T(v,v')‘)Ek Vip,t')}

7 {pe P /(plv et plv' et Vip,u) +Vip,v") =, Vip, )

ou ((p + v ou p + v') et plt' . u et V(p,u) = Vip,t'"))}



67

SPk(t,t') = (SPk(u. v',t') n F(v)}) v (SPk(u,t')\(F(V) U F(v')))
- Siu' = SPm(v, v') on a :
SPk(t,t’)= m{p ¢ E’/p!t'.u.SPm(v,v') et V(p,u)+~V(p,SPm(v,v')) EkV(p,ﬂ)}

m{p e E’/(plt'.u.SPm(v,v') et plv.v' et V(p,v) = Vip,v')
et Vip,u) + 1 Ek Vip,t'))

ou (plt.u' et (p 4 v.v' ou V(p,v) AV (p,v')) et Vip,u) 3 vip,t'))}

(SPm(V,V') n SPk(Iu,t')) u (SPk(u,t')\SPm(v,v'))
- Analogue si s # O. 0

o Démontrons par récurrence sur la complexité du terme t gue Em(t)

est équivalente 3 une formule de la forme indiquée.

- Sit 1 ou t = x alors Em(t) est équivalente & Em(SPo(t,t )) .

]

- Sit t'.t", alors Em(t) est équivalente & Em(F(t') u F(E")) et

F(u) est un terme primitif d'aprés le lemme.

I

- S8Si t It' alors Em(t) est éqgquivalente 3 Em(t‘).
- Si t="T(t"',t"), alors Em(t) est équivalente a Em(F(t‘) n F(t")) et
on applique le lemme.

- 8it = SPk(t',t") alors cela résulte immédiatement du lemme. [

Remarque.~ Les n-termes de (.,I,1) sont, & équivalence prés, de la
k 0Ll 0Ln *
forme : I xl e xn avec k,al,...,an e N.

Corollaire.- (Caractérisation des n-types). Les n-uplets (al,...,an)

et (bl,...,bn) ont méme type si, et seulement si, ils vérifient les
mémes formules de la forme
Em(le

L Neeen SkYk) ,
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avec n,k ¢ W', (5,...,5,) ¢ (=1, 1 {(-1,...,-1)}, v, ensemble fini

primitif définissable & partir de Kyreoor X

4.- CAS DES 1-TYPES

D5. Pour k,r,n ¢« N tels que : k # O et O < r < k, on note

- VEn(x) = 1m{p ¢ P/V(p,x) = n} (valuation égale & n)
- VCk r(x) =7{p e P/r = V(p,x)} (valuation congrue & r modulo k).
—_—r

T3. (Caractérisation des l-types)

a et b ont méme type si, et seulement si, ils vérifient les mémes
formules de la forme : En(lel n...n s Y ), avec
n,peN , (sl,...,sp) e {-1,1\{(-1,...,-1)}, Y, de la forme

F(x), VEk(x) ou VCk r(X).

Démonstration.~ D'aprés T2, il suffit de montrer que les termes de la
forme SPk(Imxn,Irxs) sont des combinaisons (& 1'aide de n, u et\ )} de
F(x), VEm(x) et VCp,q(x), ce gue l'on voit facilement 3 l'aide d= quel-
ques manipulations. g
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D.- LA THEORIE DE LA MULTIPLICATION CONSEQUENCE DE I I o
1.~ La théorie IZ o

La théorie I ZO (cf. [(PA] oufMc? ) est la théorie du premier or-
dre de langage {S,+,.,<,0), et dont les axiomes propres sont ceux de
l'arithmétique de P&ano avec le schéma d'axiomes d'induction restreint
aux Zo—formules.

Dl.- L'ensemble des Zo—formules (ou formules d quantification bornée)

est le plus petit sous-ensemble de formules du langage ci-dessus conte-
nant les formules atomiques et clos par la négation, la disjonction et

les quantifications bornées
- (Ix £ y)® <+« I X(x <y Ar )

- (¥ X € y)® = ¥ x(x <y » 0).

D2.- La théorie I Zo est la théorie du premier ordre de langage le

langage ci-dessus et dont les axiomes propres sont les suivants :

- ¥ x (Sx # 0) - ¥ x ¥y (8x = Sy » X =y)
- ¥ X (x + 0 = x) - ¥ x ¥y (x+ Sy =S8(x+y))
- ¥ x (x.0 =0) - ¥x ¥y (x. (Sy) = x.y+Xx)

- ¥FXVYy (X <yesdz (y=2+ x))

- Pour ¢(x,yl,...,yn) (n+—l)—ZO—formule on a :
Yy «oo ¥y (000,y),eeyy ) AV x(6(Xy ,oeery)) > 08X,y 000y )))
+ ¥ X ¢(x,yl,...,yn))

Le développement de l'arithmétique élémentaire avec les axiomes
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de Péano (informels) correspond en fait jusgu'd un certain point assez
avancé i la théorie IE]O. Plus exactement, il en est ainsi pour les

propriétés suivantes

- Associativité , existence d'un &lement neutre (0), commutativité et

régularité de l'addition ;
- tout entier non nul est successeur ;

- O est le seul élement inversible pour 1l'addition ;

1 est élément neutre, O est absorbant pour la multiplication ;

distributivité & droite de la multiplication par rapport a l'addition

- commutativité, associativité, intégrité, "régularité" de la multi-

plication ;

~ 1 seul élement inversible pour la multiplication ;

- < est une relation d'ordre total ;

~ compatibilité des opérations et de la relation d'ordre ;

- 1'odre est archimédien et discret (il n'y a pas d'entiers entre x et
Sx) ;

- les résultats sur la soustraction ;

- les procédés de récurrence habituels pour les Zo—formules (induction
compléte, récurrence 3 partir de Xt induction compléte a partir de Xyt
principe du bon ordre, principe de la borne supérieure) ;

- 1l'existence de la division euclidienne ;

- la relation de divisibilité est une relation d'ordre moins fine gque

la relation d'inégalité ;
- tout entier différent de 1 est divisible par un nombre entier ;

% - par contre, a priori, le théoréme d'Euclide sur l'existence d'une

infinité de nombres premiers (V¥ x 1 p (x < p A~ P (p) )) n'est pas un

Iy
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théoréme de la Zo—induction (probléme ouvert) ;

- le théoréme de Bezout sur les nombres premiers entre eux

¥XVy ((xAy=1)e T uiv(u.x-v.y=1))
- le théoréme de Gauss ; l'existence du pgcd
¥XxV¥yvVv¥z ((x|y.2etxnry=1) »x]|z);

Z - par contre on ne peut pas définir 1l'exponentiation (et donc la

valuation sous la forme classique).

En particulier, on voit gque la théorie de l'addition de Presburger

est conségquence de la Zo—induction.

2.~ LE DEVELOPPEMENT SPECIFIQUE

Nous allons maintenant é&tablir quelques autres théorémes de la
Zo-induction, ne reprenant pas des théorémes classiques de l'arithmé-
tique élémentaire (tout au moins sous leur forme originale), mais per-
mettant de démontrer que la théorie de la multiplication est consé-

quence de la Eo—induction.

P 2 P n
dl.- On définit, par récurrence extérieure sur n ¢ N, le terme X

o] nt+l n . P
par : X =1 et x = X . X. On parlera de puissance extérieure.
Remarque.- Il ne faut pas confondre la puissance extérieure gue nous

y

venons de définir avec la puissance intérieure x?, avec x, y variables,

qu'il n'est pas possible de définir dans la Zo—induction.

Pln.— (Pour n ¢ N* t) ¥ ox (xn =0 > x = 0).

Démonstration.- Par récurrence extérieure sur n en utilisant 1'inté-

grité. [

P2 .- (Pour ne N': ) 1°.- v x ¥ y (x <y > x" < yn)

2°0- ¥ xVy (x <y~ %" n
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Démonstration.- Par récurrence extérieure sur n en utilisant la compa-

tibilité de . par rapport & <=

B;?.— (Pas de torsion) (Pour n ¢ N':) ¥x¥ y (¥ =y > X =y).

% . : n P
Démonstration.- Premier cas : x = 0 alors X = O (par récurrence ex-

térieure), d'ol yrl = 0, donc y = O (d'aprés P1). Ainsi x = y.

Deuxiéme cas : x # 0. Alors on a, par exemple, x 2 ¥y

. n n
et puisque ¥ =y , alors :

o = x" - yn - (x - y)(xn_l+-xn_2y s Xyn—2+yn—l)

(récurrence extérieure classique). Puisque x # O, alors xn_1¢()(P1)

d'ol : xn-l + ... 4+ yn_l # 0, et, par intégrité, x - y = 0, soit
X = y. 0
P4.- (Existence d'une infinité de nombres premiers).

¥x (x > 2> I p(P(p) Ap<xApit x)

Démonstration.- On a x =y + 1, avec y > 1. Soit p un nombre premier

divisant y, alors p } x. [
Corollaire.- ¥ x (x # 0 > 3 p (P (p) A p + X))

Démonstration.— Si x = 1 ou 2 il suffit de prendre p = 3. Sinon cela
résulte de P4. [

Remarque.- Ce théoréme dit beaucoup moins gue le théoréme d'Euclide.
Il y a bien une infinité standard de nombres premiers, mais on ne dit
rien sur une infinité au sens du modéle (c'est-a-dire un ensemble non

borné).

d2.~ x est un nombre p-primaire, et on note PR(p,x), ssi :
P(p) A¥ g ((P(p) A gq#p) gt x.

Remarque.- PR(p,x) se définit aussi par la zo-formule suivante :
P(p) ¥ g llgsxaglxarP(ip)) >qg=Dp.
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P5.- (] total sur PR{(p,.))
¥p¥xVy ((PR(p,x) A PR(p,y)) + (x| y Vv y]|=x))

Démonstration.- On a Xy # O. Posons d = pgcd(x,y) , x = dx' , y = dy"'.
Si x' # 1 alors il existe un nombre premier g divisant x', qui ne peut
&tre que p, ainsi p| x'. De méme si y' # 1 on a p|y'. On ne peut

donc pas avoir x' # 1 et y' # 1 , puisque x' A y' = 1.

S5i,par exemple, x' =1 alors x =d, y = xy', d'ol x ly. O

P6.- (Justification de d3)
¥x¥p ((P(p) Ax#0) >3 1y (PR(p,y) A y|x =&

¥ z ((PR(p,z) A z|x) > z]|y)))

Démonstration.- L'unicité est évidente, démontrons l'existence. Posons
F(z) = (PR(p,2) Az | X Az <X). Ona 3z F(z) en prenant z = 1. Soit
alors y le plus grand entier tel que F(z). On a PR(p,y) et y| x. Si

z | x et PR(p,z) alors z < x et, d'aprés P5, z|y ou y| z ; par dé&fi-
nition de yona : 2]y . o

d3.- Le y dont l'existence et l'unicité sont affirmées dans P6, se

note V(p,x) et s'appelle la valuation p-adique de x.

Remargue.- Contrairement & la définition classique, ici la valuation
p-adique n'est pas le coefficient de p dans la factorisation de x en
facteurs premiers (qui ne peut pas &tre définie) mais la puissance de

p par ce coefficient.

P7.- (Caractérisation de la valuation)

VXV yV¥p(Pp »(y =V(p,x)e>r 3z {x =yzar PR(P,Y) A P+ 2}})

Démonstration.- CN. Soit y = V(p,x) alors on a PR(p,y) et y| x don¢
il existe z tel que : x = yz. Si p] z alors on a PR(p,py)., py| x et

py + v, contradiction avec la définition de la valuation.

CS. S'il existe z tel que x = yz, PR(p,y) et p } z,
alors on a PR(p,y) et y| x, d'ol y| V(p,x), il existe donc u tel que
Vip,x) =uy, d'otl u| z et pt+ zd'oilu=1ety-=Vipx). [
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P8.- (Linéarité de la valuation)

¥YVXxV¥y¥p (P(p) »~Vip,x.y) = V(p,x).Vip,y))

Démonstration.~- Soieéent X, = Vip,x), Yo < V{p,y). On a : x = x'xo,

y = y'y, avec p t+ x' et p + y' (d'aprés P7), d'oll xy = x"y'x ¥
avec PR(p,xo.yo), P + x'y' (Théoréme de Gauss), d'ol, d'aprés P7,
Vip,xy) = x ¥y, = Vip,x) . Vip,y). U

PO9.- ¥ x ¥ y{(y < x » 31 p (P(p) A Vip,y) < V(p,/x))

Ay < x Ayt x) >3 p(Pp) A Vip,x) < Vip,y)))

Démonstration.- Premier cas y | x. On a x = uy avec u # 1 car X # y.

Il existe un nombre premier divisant u d'ol, d'aprés la linéarité
(P8)

Vip,x) = V(p,u) . V{p,y) avec V{p,u) # 1, donc V(p,y} < V(p,x).

Deuxi®me cas y + x. Posons d = pged(x,y), x = dx',

y =dy'. On a x' # 1 car x + y, et y' # 1 car y + x.

Il existe un nombre premier p divisant x', et donc ne divisant pas y'’
car x' et y' sont premiers entre eux, d'oll : V{(p,y) < V(p,x). Il existe
de méme un nombre premier g divisant y', et donc ne divisant pas x',
d'ol : V(g,x) < Vig,y). O

Corollaire 1.~(Division et valuation)

¥XVy (y]|x e ¥p(P(p) > Vip,y)| Vip,x)))

Démonstration.- CN : Ceci provient de la lin&arité de la valuation.

CS : 8iy 4+ x et y < x alors, d'aprés P9, il existe
un nombre premier p tel que : V{(p,x) < V(p,y) et donc V(p,y) + vip,x).

Si x < y alors, d'aprés P9, il existe un nombre premier p tel que

V(p,x) < V(p,y) et donc : V(p,y) + Vi(p,x). O

Corollaire 2.- (x _est caractérisé par ses valuations)

¥ X ¥y (x=y«=¥p(P(p) ~» Vip,x) =Vi(p,y))).
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Démonstration.- CN : Evident.

CS : D'aprés le corollaire 1 et l'antisymétrie de |

P10.- (Divisibilit&) (Pour n ¢ W)

]
¥x (x#0>3y 31z (x= yn.z AY Y ¥ oz' (x = y'n. z »>z|z2")))
Démonstration.~- Considérons la formule : F(u) = 4 v (v £ x A x = ul . v).
On a 3 u F(u) (en prenant u =1, v = x) et (F(u) - u < x). Soit y le
plus grand u tel que F{u). Alors il existe un et un seul z tel que
X =Yy .2Z.

s

' tels que : x = y'" ., z'.

Soient y', =z

o Soit p un nombre premier, on a : Vi(p,z) | V(p,z').

Sinon, on aurait V(p,z')] V(p,z) d'aprés P5, posons zg = %%ELé%)
s n "n n " p'

alors, on aurait : V(p,y) . zg = Vip,y') avec p | 2.

On a soit V{p,y) | V(p,y"), soit v(p,y') | V(p,y) d'aprés pS.

3 7 1 P V(EIZ,) . gy LI []
S8i Vip,y) | V(p,v') alors soit vy Ve on a : ygo .zl 1, d'on
zg = 1, en contradiction avec le fait que p | zg.

3 1 3 "o V(Elz) - "= nil
Si v(p,y") |V(p,y) alors soit ON Ty’ on a : zg Y5 avec

Yy # 1 (car p | zg) donc y ne serait pas le plus grand u tel que F(u).

o Ainsi, d'aprés P9 Corollaire 1, on a z!| 2', ce qu'on voulait. O
11.~- (Justification de d4)
¥x (x #0131y ¥ p(P(p) » ((p|x > Vip,y) = p)

A pt x> Vip,y) =1)))

Démonstration.~ Par induction compl@te sur x a partir de 1 pour la

formule

F(x)

Iy (y<xA¥p(lp<xarP(p)) » (p]lx=>Vipy) =p

APt x> Vip,y)= 1))))

Si x =1, il suffit de prendre y = 1.
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Si x # 1 il existe un nombre premier p divisant x. Posons x' =

T

alors x' < x, donc il existe y' associé 3 cet x' répondant 3 la ques-
tion. Si p | x' alors posons y = y'. Sinon posons y = p.y'. Cet y
répond & la question. 0

d4.- Le y dont l'existence est affirmée par Pll (et qui est unique)

s'appelle 1l'ensemble fini de X et se note F(x).

Corollaire.- (Incrémentation)

¥ x4y ¥p(P(p) » ((p|lx >Vip,y) =p.Vip,x)) A (p + x> Vip,y)=1)
Démonstration.- Il suffit de prendre y = x. F(x). 0

Notation.- Cet y sera noté Ix.
P12.- (Troncage)
Vx¥y (y#0 131z ¥p(P(p) » ((p|x+Vip,z) = V(p,y))
A lptx~>Vip,z)=1131N)
Démonstration.- o Si x = O il suffit de prendre z = y.
o0 Soit x fixé& non nul. Posons
Fly) = (y #0 >3 2z(z|y A~ ¥plplyr P(p)) ~

((plx~vip,z) = V(p,y)) ~ (p + x> Vip,z) = 1)))))

Montrons par induction compléte sur y que : ¥ y F(y).
Supposons montré ¥ t (t < y - F(t)) et montrons F(y).
Si y =1, il suffit de prendre z = 1.

Si y # 1 alors il existe un nombre premier g divisant y. Posons
y' = % . Alors y' < y donc, par hypothése de récurrence, il existe z'
associé & y' répondant i la question. Si g+t x posons z = z'. Si ql X

et q| y' posons z = z', q. Sinon posons z = z'.V(q,y). Alors ce z

répond a la question.

O Le z ainsi associé & y est le z cherché& dans 1'énoncé. [J
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d5.- Pour un entier n on pose x En y ssi 4z (y = 277 . x)

p13".- (Séparation) (PBur n ¢ N : )

¥XVy (Xy #0 > 3 z ¥ p(P(p) »

i
o)

(((V(p,x) = V(p,y) A p|xy) > Vip,z)

1))))

A ((V(p,x) Z Vip,y) v ptxy) > V(p,2z)
Démonstration.- Supposons x fixé non nul et posons

Fly) = (y#0 > 3 z(z|xy A ¥ p{i{p]|xy » P(p)) ~

((V(p,x) = Vip,y) » V(p,z) p)

1))3)))

A (V(p,x) # Vip,y) > Vip,2)

Alors, il suffit de montrer ¥ x F(y). Faisons-le par induction compléte
sur y. Supposons montré ¥ t (t < y » F(t)) et montrons F(y).

Si y =1 1il suffit de prendre z = 1.

Si y # 1 alors il existe un nombre premier g divisant y. Posons y' =%.
Alors y' < y donc il existe un z' associé 3 y' répondant 3 la question,

d'aprés 1l'hypothése de récurrence.

o 8i gt=xy' alors on a : Viqg,x) = V(g,z') =1, V(q,y) = g.
Sin=1posons z =g.z', sinon z = z'.

o Si al xy' alors V{q,y) = gq.Viq,y"').
Si V(g,x) i V(g,y') : si n =1 posons z = z', sinon z = %L
Si V(g,x) in Vig,y') : si V(g,x) S V(g,y) pesons z = gz', sinon z = z'.

Alors ce z répond & la question. [

T.- La théorie de la multiplication M est conséquence de la Zo—induc—

tion.

Démonstration.- Il suffit de montrer que les axiomes de M sont déduits
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de IZO . Or cela résulte du développement ci-dessus de la Zo—induction:
l'associativité, l'existence de 1'élément neutre, la commutativité, la
régularité, la positivité (1 seul élement inversible) sont classiques ;
on a démontré la non-torsion en P3n, la divisibilité en P10, l'exis-
tence de nombres premiers en P4, | total sur PR(p, ) en P5, 1l'exis-
tence des valuations en P6, la caractérisation d'un élément par ses va-
luations en P9, Corollaire 2, la linéarité de la valuation en P8, la
division en P9, Corollaire 1, 1l'incrémentation en Pll, Corollaire, le

troncage en P12 et enfin la séparation en p13". O
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E.- ELIMINATION DU QUANTIFICATEUR DE RAMSEY

POUR LA MULTIPLICATION DES ENTIERS NATURELS NON NULS

INTRODUCTION.- Dans ce qui suit, nous ne considérons gue le modé&le

standard (W ,+,.,0,1) de l'arithmétique. Le quantificateur de Ramsey

gi lie deux variables libres. Si ¢ est une formule du langage

(+,.,O,1,Q2), on dit gque Q2>(y ¢(x,y) est vraie si, et seulement si,

il existe un ensemble infini d'entiers naturels X, dit ensemble témoin,

tel gue ¢{a,b) est vrai pour tout a, b de X, avec a # b (Cf. [SS] ou
[(MA]).

Schmerl et Simpson ([SS]) ont montré que le quantificateur de
Ramsey peut &tre éliminé de la théorie de 1'addition des entiers natu-
rels avec ce quantificateur, i.e. de (IJ,+,Q2), en utilisant 1'élimi-~
nation des quantificateurs de la théorie des entiers naturels de

Presburger. Autrement dit, ils ont démontré le théoréme suivant

"Etant donné une formule du langage (+,Q2), on peut trouver effec-
tivement une formule du seul langage (+), équivalente pour la struc-
ture (IJ,+,Q2).“

Nous allons montrer que ce résultat est également vrai pour la
théorie de la multiplication, en nous servant de ce résultat ainsi
que de 1'élimination des guantificateurs que nous venons de donner

pour la théorie de la multiplication.

Théoréme.- Toute formule du langage (.,Q2) est, modulo la théorie de
(IJ,.,QZ), équivalente & une formule du seul langage (.).
Démonstration.- o D'aprés le résultat gque nous venons de rappeler et

la mise sous forme normale, il suffit de montrer pour une formule du
type :
2
Q xy /A% Rk(e)-

De plus, d'aprés le théor&me de Ramsey, on a :
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szy\X//)(\t R, (0) e+ W szy/X\r Rk(S).

k

On note Sk(e) pour : Rk(e) AT (0).

Rk+1

Remarguons que : 1Rk+1(6) - ‘le(e) v sl(e) Ve..V sk(e),

et : 7 Rl(e Ao ] Rl(en) e—.‘WRl(S Ve..v o 8.).

1) 1 n

Aussi suffit-il de le montrer pour une formule du type

2
QTxy( M R (B,) A M S_.(9') A TR, (8)).
1<izn K3 1 1<j<m =7 3 !

De plus, on peut prendre les ei, 85, ® indépendantes (i.e. la conjonc-

tion de deux d'entre elles est contradictoire).
Puisque : Q2>{y Mo - M sz(y ¢, nous allons commencer par éliminer
Q2 pour les formules du type : Rk(é), Sk(e) et R1<e).

o Lemme 1.- Q2><y Rk(6)¢~> (Rl(3 x 1y 6(x,v,8)

v Rk(i X e(x,x,Z) \Y Q2><y G(x,y,%)))

Démonstration. CN. Supposons sz Yy Rk(e) et soit X un ensemble témoin
associé. Soit P' l'ensemble des nombres premiers divisant le produit
des paramétres. Pour X,y ¢ X, X # vy, il existe k nombres premiers p
tels que : @ip #=‘G(V(p,x),V(p,y),V(p,Z)). D'aprés les conditions ces
nombres premiers p sont parmi P' ou alors on a : ep(v(p,x),v(p,y),5).
D'oll, d'aprés le théoréme de Ramsey, il existe un sous-ensemble infini
Y de X tel que :

- soit pour tout x,y de Y, avec x # y, on a : ep(v(p,x),v(p,y)ﬁ) H

- soit il existe k nombres premiers Pyre-eiPy de P' tel que pour X,y

de Y, avec x # y, on a : © 1(V(pi,x),V(pi,y),v(pi,%)) pour 1 < i < k.
Dans le deuxiéme cas et pour i ¢ (1,k] on a

+ soit il existe X,y ¢ Y, X # y, avec v(pi,x) = V(pi,y), d'oll on a :

P.
(3Ix 0(x,%,2)) © ;
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P.
+ sinon on a : (Q2><y 0(x,y,2)) *
Dans le premier cas on a : (31x 3 y e(x,y,5))p.
, > 2 > ,
CS.- - 65i on a Rk(ﬂ x 6(x,x,2) v Q"xy 6(x,y,2)), soient Pyre-erPy

k nombres premiers correspondants, et pour ie [1,k] soit Yi le sin-
P.
gleton {yi} si on a (e(yi'yi’g)) l, un ensemble témoin (pour la théo-

P.
rie de 1'addition) sinon (puisqgu'on a Qz><y 8 l(x,y,g)).
Soit p un nombre premier différent de Prre«-1Py- Posons

o PP -
X = {xn/n e N} , avec X défini par : V(po,xn) =n

V(pi,xi) e Y, pour 1 < i<k
V(p,xn) = O sinon.
Alors X est un ensemble témoin et on a Q2><y Rk(e).

- Si on a Rl(i x 3y e(x,y,a)), soit X ¥y € N tels que
e<x0,yo,6) dans la théorie de 1'addition, P' 1'ensemble fini des nom-

bres premiers divisant les paramétres et (p.) une énumération de

i'ieN
P \P'. Soit X = {xn/n e N} défini par : V(po,xn) =n et pour m ¢ N
si i e Tme2k + 1, m.2k + k] V(pi’xn) =0 sin<m
V(pi,xm) = xo
V(pi,xn) = Y4 sim<n

O sin=<m

si ielm2k+k+1,m2k+ 2k] V(pi,xn)

V(pi,xm) =Yg

Vip,

1’Xn) = x4 sim < n.

= . *
Alors X est un ensemble témoin, car pour n,m ¢« N , n < m, on a

il
o]

pour ie [n2k+1,n2k+ k] V(pi,xn) = xo, V(pi,xm)

is[n2k+k+l,n2k+2k]V(pi,xn) y

’ V(pi,x ) = X

o] m @]

N > -+
d'ol Rk(e(xn,xm,z)) et Rk(e(xm,xn,z)). 0
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P . N s 2
Remarque.- On €limine bien ainsi le guantificateur de Ramsey Q , d'a-
prés le résultat de Schmerl et Simpson cité ci-dessus, car ce qui est

a l'intérieur d'un Rk ne concerne que la théorie de 1'addition.

o Lemme 2 .- Q2}<y T Rl(e) -
(TR, (8(0,0,3)) » TR (W IxT00x,x,2 v olxyr60x,y,D))
2 -
A Rl(Q Xy 18(x,y,z) v 3 x(x #0 A 71 e(x,0,3) AT S(O,X,S)))).

Démonstration.- CN. + la premiére condition est évidente : si on avait
e(o,o,&} pour la théorie de l'addition, alors, puisque pour x,y donnés
il existe un nombre premier p qui ne divise ni x, ni y, ni le produit
des paramé&tres, on aurait : 1 p e E’(e(V(p,x),V(p,y),V(p,z))), ce qui

serait en contradiction avec 1'hypothése.

+ On a : szy’]Rl(e)H szy(Vp e P)(T8).

Soit X un ensemble témoin. Pour X,y ¢ X, Xx #y, et pe P, on a :
7 0(V(p,x),V(p,y),V(p,2)). A p £ixé

- sidx,ye¥Y, x #y et Vip,x) = V(p,y), alors on a (9 x 10 (x,x,2)F ;
- sinon on a : (szy“\e(x,x,g))p :
d'oll la deuxiéme condition.

+ Soient X un ensemble témoin, X, € X, P' 1l'ensem-

ble des nombres premiers divisant le produit de X et des paramétres :

- si {V(p,x)/p ¢ P', x ¢ X} est infini alors, d'aprés le théoréme de
Ramsey, il existe P, € P' tel que {V(po,x)/x e X} soit infini et on a :
16 (Vpy /X)), Vip,,¥)VIp ,Z) pour x,v € X, x #y, d'od on a :

2 o} o)
R, (Q7"xy10(x,y,2)).

- sinon il existe x avec V(p,x) # O pour un p f P' et on a :

16(0,V(p,x),0) A T6(V(p,x),0,0)

d'ol : Rl( Ix{x # 0 & 7 6(0,x,6) A 6(x,0,6)),d'oﬁ la derni2re condi-
tion.
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CS.- S8i on a : Rl(Q2 x&rﬁe(x,y,g)), soit p, un nombre premier tel que

© et Y un ensemble témoin correspondant. Soit P'

(®xyI8(x,v,)
l'ensemble des nombres premiers divisant les paramétres. Pour p ¢ P',
soit Y_ un ensemble témoin si on a (Q2><y ﬂe(x,y,Z))p, soit {xp} si
ona :16(x ,xp,V(p,E)) dans la théorie de 1'addition. Alors

X = {x/V(p,x) =0 sip gP' v {po}
Vip,x) € Yp si p e P'\{po}

V(po,X) e Y }

est témoin.

- Sinon on a Rl(a X{x # 0 A Te(o,x,G) A'WG(X,O,@)))
et R (13 x16(x,%,2)).

Soient P' 1l'ensemble des nombres premiers divisant les paramétres,
(pi)isli une énumération de P \P', X tel que 7 G(O,xo,g) et
18(xo,0,6) pour la théorie de l'addition, et pour p ¢ P', Xp tel que
186 (x_,x ,V(p,;)) pour la théorie de l'addition. Alors 1l'ensemble

X = {x_ /n ¢ W} défini de la fagon suivante
- '
+ V(p,xn) = xp pour p ¢ P
+ V(pn,xn) = X,
+ V(pi,xn) =0 pour 1 # n

est un ensemble témoin. U

Lemme 3.- 0°xy S, (8) = (0" xy R, (8) o TR (6(0,0,0))
AT Rk+1(1(§ x'We(x,z,g) v Q2><y'16(x,y,§)))

2 > 2 >

AR (QTxy 8(x,v,2) v Q xy10(x,y,2)

viIx(x#0A (8(x,0,8) v16(x,0,3)))))
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Démonstration.- CN. + La premiére condition vient de ce que
0%(a » B) > 0%A.

+ La deuxiéme condition se montre comme dans le
lemme 2.

+ Pour la troisiéme condition, s'il existe au

moins k+ 1 nombres premiers p tels que
(1) (T3x T8(x,x,%) ~ 10°xy 18(x,y,2))P

alors, d'aprés le théoréme de Ramsey, il existe un nombre premier p
parmi ceux-13 et Y infini tel que : ¥ %,y ¢ ¥, x # vy, ('Ie(x,y))p H
d'oli s'il existe x,y € Y avec x #y et V(p,x) = V(p,y) ona d3x716 ,

et sinon QZ;(y‘1e , ce gqui est contradictoire avec ({1).

+ Pour la derniére condition soit X un ensemble té-

moin, donc infini.

S'il existe P, € P tel que {V(p,x)/x € X} soit infini, alors, en

utilisant le théoréme de Ramsey, on obtient :
2
R (0% xy 8(x,y,2) v Q®xy 18(x,y,2)).

Sinon soit X, € X, P' l'ensemble fini des nombres premiers divisant
X, et le produit des paramétres, alors il existe Y, € X, P, € P\ P

tel que V(po,y) # 0, d'oll on a :
R (Ix(x #0 A (8(x,0,8) v10(x,0,8)))).

CS. + Soient m < k tel cue Sm(T(ﬂ X We(x,x,z) v
2 .
Q X,y‘16(x,y,;))) et PyreesiPy les m nombres premiers concernés. On

mettra : V(pi,x) = 0. Dans la suite on peut donc considérer que :
TR (I T0(x,%,2) v 07 xy 16 (x,y,2)))

en remplacant k par m-k dans S, (8).

k
+ S8i on a Rl(ﬂ x 1y e(x,y,a)), distinguons les

trois cas suivants :
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- si ona: R/ (3x 8(x,x,8)) a AR (3x(x #0 A (6(x,0,8) v 6(0,x%,8))
soit X tel que l'on ait e(xo,xo,o) pour la théorie de l'addition, et
PysieeerPy k nombres premiers ne divisent pas le produit des paramé-
tres. On a aussi

RI(Q2)<y e(x,y,g) v Q2)<y‘16(x,y,z) v 3 x(x #0 a 1 e(x,O,g)))

On comprend alors comment construire 1'ensemble témoin ; on procéde

ainsi

- si on a
RyCIxy (x #y A 8(x,y,0) & T0(y,x,8) ~70(x,%,8 r Tely,y,5)),

alors on construit l'ensemble témoin de fagon.analogue & celle utilisée

dans le lemme 1.

Rl(ﬂ x 1 y(x #y A e(x,y,6) A O(y,%x,0) A 18(x,%x,8) A M aly,y,3)))

alcrs soient (xo,yo) un tel couple d'entiers, P' 1l'ensemble des nom-

bres premiers divisant les paramétres et (pi)ieN* une énumération de
P \P', on construit un ensemble témoin X = {xn/n € N*} , avec
V(p,xn) € Yp, Yp enselible témoin si on a (Q2><y 18(x,x,2))P, ou
Vip,x) = yp tel que ("le(yp,yp,}f))p sinon, pour p € P', et

V(pi,xn) =¥, pour i ¢ [1,k(n-1)]

V(pi,xn) = X, pour i € Tk{n-1) +1,kn]

V(pi,xn) =0 sinon.

+ Sinon on a : Rk(i X 8(xX,%,2) v Q2;<y e(x,y,z))
2 2 >
AR(QTxyY B(x,y,2) v QTxy8(x,y,2) A T x(XF Y A a8 (%,0,0)

AT 0(0,x,0)))
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et la construction de 1'ensemble témoin ne pose pas de probléme. ]
o Dans le cas général, on se sert du fait que :
o®xy e M oixy gy,

ce qui fait que l'on peut se servir des lemmes précédents pour établir
la condition nécessaire ; pour la condition suffisante, on fera la
construction effective d'un ensemble témoin. La difficulté est gque
1'on peut avoir des chevauchements c'est-d-dire que, malgré que les

ej soient indépendants, pour un nombre premier on peut avoir, par

exemple : (szye1 A Q2><y ez)P.

Disons d'abord, pour 1 .,1,  entiers, 6 .,8, formules de (.),

R
que @k(ll,el,...,lk,ek) signifie:

k 17 k

"Il existe un sous-ensemble de nombres premiers admettant une

partition en k classes, (Pi) tel gue pour i ¢ [1,k], Pi contien-

1<i<k’
ne 1, éléments et pour p « P, on ait

(3% 8, 0¢,%x,%) v olxy e, (x,y,2)P "

Ceci se dit,bien slir, dans le langage de la multiplication. Dans la

suite, on ne notera pas l1l'indice k.

Alors, je dis que, si n+m # O :

2
Qx y (AN R, (8.) A /XN S, (8.) A~V R.(B))
1<isn %3 1 ntl<isn+m %1 1
— LR (W 6.(0,0,8) v 8(0,0,8))
n+1<i<n+m 1
> 2 >
A M\ “|Rki+l(‘|(3x'l 0, (x,%,2) v Q" xy186,(x,v,2)))

n+l<i<n+m

Al Rl(W(ﬂ x 8 (x,x,2) Vv Q2}<y‘19(x,y,§)))

AW (0 ((ky,85) . ) A AN R (Ix3Iyie,(x,y,8)))
Tell,n4m] 17717 i¢T {eT 1 i
ARl( W Q2xy 6.(x,y,3) v W Rxﬂyei(x,y,?S)
1<i<n+m 1 1<i<n
v oW Ixiyx#y a8, (x,y,0))]

n+1l<i<n+m
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d'oll le résultat. 0O

Remargue.- Pour n 2 2, le guantificateur de Ramsey QE est tel que

anl PN xn ¢(xl,...,xn) est vrai si, et seulement si, il existe un
ensemble infini X tel que ¢(al,...,an) soit vrail pour tout n-ensemble
{al,...,an} de X.

Schmerl et Simpson ([SS]) ont montré que les gquantificateurs de
Ramsey supérieurs Qn s'éliminaient pour l'addition. Le résultat est
encore vrai pour la multiplication. Il suffit de reprendre la démons-
tration précédente, que nous avons traitée seulement dans le cas n =2

pour simplifier.
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