
Chapitre 2

La méthode des tables de vérité en

logique propositionnelle

Nous avons vu qu'un raisonnement est une phrase de la forme :

A,A′, ..., A” ∴ U

où A,A′, ..., A”, U sont des propositions (
on
rètes, non des formes de propositions). Le problème

est de déterminer dans quels 
as on peut dire que U se déduit logiquement de A,A′, ..., A”.
La seule 
hose dont nous soyons sûrs pour l'instant est que 
e qui est intéressant n'est pas

la signi�
ation de A,A′, ..., A” et de U mais leurs formes logiques. Aussi à toute argumentation


on
rète de la forme 
i-dessus on asso
iera l'argumentation :

Â, Â′, ..., Â” ∴ Û

où, par exemple, Â est l'expression logique (ou, tout au moins, une expression logique) asso
iée

à la proposition (
omposée) A (de la façon que nous avons vue dans le 
hapitre pré
édent sur

l'analyse des propositions 
omposées). L'argumentation est valide si, et seulement si, à 
haque

fois que Â, Â′, ..., Â” sont vraies alors il en est de même de Û .

Nous allons voir i
i une méthode systématique 
onvain
ante pour véri�er qu'une argumenta-

tion de la logique propositionnelle est valide.
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2.1 Valeur de vérité d'une expression logique

Nous avons vu la notion de table de vérité pour les 
onne
teurs logiques. On peut étendre

de façon naturelle 
ette notion aux expressions logiques : on 
her
he le 
onne
teur prin
ipal de

l'expression logique et on applique la table de vérité de 
elui-
i aux expressions 
omposantes ;

pour 
ela on re
ommen
e sur 
elles-
i, et ainsi de suite.

Remarquons que nous avons dé
rit ainsi une pro
édure ré
ursive (ou indu
tive), de la même

façon que nous avons dé�ni les expressions logiques par une dé�nition ré
ursive (ou indu
tive).

En pratique on re
her
he les variables propositionnelles intervenant dans l'expression logique,

on 
onstruit les premières 
olonnes de la table de vérité en donnant tous les 
as possibles pour les

variables propositionneles (il y a don
 2n lignes s'il y a n variables propositionnelles), on établit

les 
olonnes des sous-expressions logiques ne faisant intervenir qu'un seul 
onne
teur logique, puis

les expressions logiques faisant intervenir 
es sous-expressions logiques et un 
onne
teur logique,

jusqu'à obtenir la 
olonne de l'expression logique re
her
hée.

Exemple.- Soit A l'expression logique (P → R) ∧ (Q ∨R). Établissons sa table de vérité :

P Q R P → R Q ∨R (P → R) ∧ (Q ∨R)
1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 0 1 0

3 1 0 1 1 1 1

4 1 0 0 0 0 0

5 0 1 1 1 1 1

6 0 1 0 1 1 1

7 0 0 1 1 1 1

8 0 0 0 1 0 0

Remarque.- Pour simpli�er, on note 1 pour vrai et 0 pour faux.

Vo
abulaire.- On dit qu'une expression logique est une tautologie si elle est vraie quelle que soit

les valeurs de vérité de ses propositions 
omposantes (autrement dit, s'il n'y a que des 1 dans

sa 
olonne de sa table de vérité), que 
'est une 
ontradi
tion si elle est fausse quelle que soit

les valeurs de vérité de ses propositions 
omposantes (autrement dit, s'il n'y a que des 0 dans sa


olonne de sa table de vérité) et, en�n, qu'elle est amphotère dans les autres 
as (autrement

dit, s'il y a à la fois au moins un 1 et au moins un 0 dans sa 
olonne de sa table de vérité).



2.2. UNE MÉTHODE POUR RECONNAÎTRE LES ARGUMENTATIONS VALIDES 21

2.2 Une méthode pour re
onnaître les argumentations va-

lides

2.2.1 Justi�
ation

Introdu
tion.- En se rappelant que le 
al
ul propositionnel laisse la stru
ture interne des propo-

sitions atomiques non analysées (on ignore la signi�
ation qu'elles expriment), imaginons qu'on

nous donne, d'une sour
e extérieure au 
al
ul propositionnel, une expression logique A, supposée

réalisée. Ce peut être un axiome d'une théorie abstraite (ou le règlement d'un 
lub) ou A peut être

vraie en vertu de données physiques ou à titre de 
onséquen
e d'un raisonnement mathématique

intuitif.

Comment le fait que A soit vraie modi�e-t-elle notre position 
on
ernant les formules que

nous pouvons alors a�rmer 
omme vraies lorsque nous n'utilisons que le 
al
ul propositionnel ?

Exemple.- Ce que représentent les variables propositionnelles P , Q et R apparaissant dans l'ex-

pression logique n'a pas d'importan
e et est ignoré en 
al
ul propositionnel formel. Néanmoins

lorsqu'on nous indique que l'expression logique

(P → Q) ∧ (P ∨R)

est vraie, on nous indique bien quelque 
hose, à savoir que les valeurs de vérité de P , Q et R

doivent appartenir à l'un des 4 triplets de valeurs de vérité (lignes 1, 2, 5 et 7) qui donnent la

valeur 1 à (P → Q) ∧ (P ∨R) dans la table suivante :

P Q R (P → Q) ∧ (P ∨R) P → R Q ∨R

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 1 0 1

3 1 0 1 0 1 1

4 1 0 0 0 0 0

5 0 1 1 1 1 1

6 0 1 0 0 1 1

7 0 0 1 1 1 1

8 0 0 0 0 1 0

Ainsi lorsque nous avons à dé
ider quelles autres expressions logiques B sont vraies sur la base

du 
al
ul propositionnel et de l'information que A est vraie, nous devons 
onsidérer seulement


es quatre assignations. Par exemple, lorsqu'on nous donne le renseignement que A est vraie,

nous savons que Q ∨R est vraie par
e que la table de 
ette dernière formule a un 1 sur 
ha
une

des lignes 1, 2, 5 et 7. Au 
ontraire nous n'avons pas en
ore assez d'information pour savoir si

P → R est vraie, par
e que sa table a un 0 sur la ligne 2.

Ce
i nous 
onduit aux dé�nitions et à la thèse suivantes.
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2.2.2 Thèse du 
al
ul propositionnel

Dé�nition 1.- Soient des expressions logiques A et B de la logique propositionnelle, P1, P2, ..., Pn

les variables propositionnelles �gurant dans A ou dans B (ou dans les deux). On dit que B est

une 
onséquen
e valide de A (dans le, ou en vertu du, 
al
ul propositionnel), et on é
rit :

A |= B

si, et seulement si, dans la table de vérité à 2n lignes ayant en entrée toutes les valeurs de vérité

possibles des atomes P1, ..., Pn, l'expression B a la valeur 1 sur toutes les lignes où A a la valeur

1.

Commentaire.- Ce
i peut être pris pour une dé�nition formelle. Mais en fait il s'agit de la thèse

du 
al
ul propositionnel qui a�rme que A ⊢ B (notion informelle) si, et seulement si, A |= B

(notion fomelle).

Exemple et 
ontre-exemple.- Nous avons vu 
i-dessus que :

(P → Q) ∧ (P ∨R) |= Q ∨R,

mais que nous n'avons pas :

(P → Q) ∧ (P ∨R) |= P → R,


e que l'on note quelquefois (sous forme a�rmative) :

(P → Q) ∧ (P ∨R) 6|= P → R.

Remarque.- Dans le 
as général, on ne travaille pas ave
 une seule hypothèse mais ave
 plusieurs

hypothèses. Une analyse analogue nous 
onduit à la dé�nition et à la thèse suivantes.

Dé�nition 2.- Soient A1, · · · , Am, B des expressions logiques. On dit que B est une 
onséquen
e

valide de A1, · · · , Am et on note :

A1, · · · , Am |= B

si, et seulement si, dans la table de vérité à 2n lignes portant en entrée la liste des atomes

P1, P2, · · · , Pn �gurant dans une au moins des expressions A1, · · · , Am, B, l'expression B a la

valeur 1 sur toutes les lignes sur lesquelles A1, · · · , Am ont simultanément la valeur 1.

Dit autrement, on a :

Méthode.- Soient P1, P2, · · · , Pn l'ensemble des variables propositionnelles ayant au moins une

o

urren
e dans l'une des expressions logiques A1, · · · , Am ou B.

On 
onstruit la table de vérité à 2n lignes (
orrespondant à l'ensemble des réalisations possibles

pour 
es variables propositionnelles) et aux n+m+1 
olonnes P1, P2, · · · , Pn, A1, · · · , Am et B.

On barre les lignes pour lesquelles soit A1, soit A2, · · · , soit An a la valeur de vérité Faux.

L'argumentation :

A1, · · · , An ∴ B

est valide si, etseulement si, dans les lignes qui restent, B ne prend que la valeur de vérité Vrai.

Remarque.- En pratique, on utilise plus que n + m + 1 
olonnes, 
ar on y pla
e également

des 
olonnes pour les sous-expressions logiques apparaissant dans les expressions logiques, pour

fa
iliter le 
al
ul de la valeur de vérité de 
haque expression logique sur 
haque ligne.
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Exemple.- L'argumentation suivante :

p → q, q → r ∴ p → r

est-elle valide ?

Établissons la table de vérité adéquate :

P Q R P → Q Q → R P → R

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 1 0 0

3 1 0 1 0 1 1

4 1 0 0 0 1 0

5 0 1 1 1 1 1

6 0 1 0 1 0 1

7 0 0 1 1 1 1

8 0 0 0 1 1 1

Barrons les lignes où l'une des hypothèses est fausse, soit les lignes 3 et 4 (à 
ause de la

première hypothèse), 2 et 6 (à 
ause de la se
onde hypothèse) :

P Q R P → Q Q → R P → R

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 1 0 0

3 1 0 1 0 1 1

4 1 0 0 0 1 0

5 0 1 1 1 1 1

6 0 1 0 1 0 1

7 0 0 1 1 1 1

8 0 0 0 1 1 1

Dans les lignes qui restent, la valeur de vérité de p → r est toujours vraie, don
 l'argumentation

est valide.
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Contre-exemple.- L'argumentation suivante :

(p ∧ q) → r, p ∴ r

est-elle valide ?

Établissons la table de vérité adéquate :

P Q R P ∧Q (P ∧Q) → R

1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 1 0

3 1 0 1 0 1

4 1 0 0 0 1

5 0 1 1 0 1

6 0 1 0 0 1

7 0 0 1 0 1

8 0 0 0 0 1

Barrons les lignes où l'une des hypothèses est fausse, soit les lignes 2 (à 
ause de la première

hypothèse), 5, 6, 7 et 8 (à 
ause de la se
onde hypothèse) :

P Q R P ∧Q (P ∧Q) → R

1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 1 0

3 1 0 1 0 1

4 1 0 0 0 1

5 0 1 1 0 1

6 0 1 0 0 1

7 0 0 1 0 1

8 0 0 0 0 1

Dans les lignes qui restent, il en existe ne pour laquelle la valeur de vérité de r est fausse

(ligne 4), don
 l'argumentation n'est pas valide.
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2.3 Exer
i
es

2.3.1 Valeur de vérité d'une expression logique

Exer
i
e 1.- Déterminer parmi les expressions logiques suivantes 
elles qui sont des tautologies :

a. ((A → B) → B) → B

b. ((A → B) → B) → A


. ((A → B) → A) → A

d. ((B → C) → (A → B)) → (A → B)
e. (A ∨ ¬(B ∧ C)) → ((A ↔ C) ∨B)
f. A → (B → (B → A))
g. (A ∧B) → (A ∨ C)
h. (A ↔ B) ↔ (A ↔ (B ↔ A))
i. (A → B) ∨ (B → A)
j. ¬(A → B) → A

Exer
i
e 2.- Déterminer, pour 
ha
une des expressions logiques suivantes, si 
'est une tautologie,

une 
ontradi
tion, ou si elle est amphotère :

a. B ↔ (B ∨B)
b. ((A → B) ∧B) → A


. (¬A) ↔ (A ∧B)
d. (A → B) → ((B → C) → (A → C))
e. (A ↔ ¬B) → A ∨B

f. A ∧ (¬(A ∨B))
g. (A → B) → ((¬A) ∨B)
h. (A → B) ↔ ¬(A ∧ (¬B))
i. (B ↔ (B ↔ A)) → A

j. A ∧ ¬A → B

Exer
i
e 3.- Si A et B sont vrais et C est faux, quelles sont les valeurs de vérité des expressions

logiques suivantes ? :

a. A ∨ C

b. A ∧C


. ¬A ∧ ¬C
d. A ↔ (¬B ∨C)
e. (B ∨ ¬C) → A

f. (B ∨ A) → (B → ¬C)
g. (B ↔ ¬A) ↔ (A ↔ C)
h. (B → A) → ((A → ¬C) → (¬C → B))

Exer
i
e 4.- Si A → B est vrai, que peut-on déduire des valeurs de vérité des expressions logiques

suivantes ? :

a. (A ∨ C) → (B ∨ C)
b. (A ∧ C) → (B ∧ C)

. (¬A ∧B) ↔ (A ∨B)
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2.3.2 Impli
ation et équivalen
e logiques

Exer
i
e 1.- Déterminer si les paires d'expressions logiques suivantes sont logiquement équiva-

lentes :

a. (A → B) → A et A.

b. A ↔ B et (A → B) ∧ (B → A).

.¬A ∨B et ¬B ∨ A.

d. ¬(A ↔ B) et A ↔ ¬B.

e. A ∨ (B ↔ C) et (A ∨B) ↔ (A ∨ C).
f. A → (B ↔ C) et (A → B) ↔ (A → C).
g. A ∧ (B ↔ C) et (A ∧B) ↔ (A ∧ C)

Exer
i
e 2.- Démontrer que :

a. A → B est logiquement équivalent à ¬A ∨B.

b. A → B est logiquement équivalent à ¬(A ∧ ¬B).

Exer
i
e 3.- Démontrer que A est logiquement équivalent à B si, et seulement si, A implique

logiquement B et B implique logiquement A.

Exer
i
e 4.- Quelles sont, parmi les expressions logiques suivantes, 
elles qui sont logiquement

impliquées par A ∧B ?

a. A

b. B


. A ∨B

d. ¬A ∨B

e. ¬B → A

f. A ↔ B

g. A → B

h. ¬B → ¬A
i. A ∧ ¬B

Exer
i
e 5.- Quelles sont, parmi les expressions logiques suivantes, 
elles qui sont logiquement

impliquées par A → B ?

a. A

b. B


. A ∨B

d. ¬A ∨B

e. ¬B → A

f. A ↔ B

g. A → B

h. ¬B → ¬A
i. A ∧ ¬B

Exer
i
e 6.- Quelles sont, parmi les expressions logiques suivantes, 
elles qui sont logiquement

impliquées par ¬(A → B) ?

a. A

b. B


. A ∨B

d. ¬A ∨B
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e. ¬B → A

f. A ↔ B

g. A → B

h. ¬B → ¬A
i. A ∧ ¬B

Exer
i
e 7.- Quelles sont, parmi les expressions logiques suivantes, 
elles qui sont logiquement

impliquées par A ∨B ?

a. A

b. B


. A ∨B

d. ¬A ∨B

e. ¬B → A

f. A ↔ B

g. A → B

h. ¬B → ¬A
i. A ∧ ¬B

Exer
i
e 8.- Quelles sont, parmi les expressions logiques suivantes, 
elles qui sont logiquement

impliquées par A ↔ B ?

a. A

b. B


. A ∨B

d. ¬A ∨B

e. ¬B → A

f. A ↔ B

g. A → B

h. ¬B → ¬A
i. A ∧ ¬B

Exer
i
e 9.- Quelles sont, parmi les expressions logiques suivantes, 
elles qui sont logiquement

impliquées par ¬(A ↔ B ?

a. A

b. B


. A ∨B

d. ¬A ∨B

e. ¬B → A

f. A ↔ B

g. A → B

h. ¬B → ¬A
i. A ∧ ¬B

Exer
i
e 10.- Quelles valeurs de vérité peut-on déduire de 
elles indiquées ?

a. ¬A ∨ (A → B)
F

b. ¬(A ∧B) ↔ (¬A → ¬B)
V


. (¬A ∨B) → (A → ¬C)
F
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d. (A ↔ B) ↔ (C → ¬A)
F V

Exer
i
e 11.- Si A ↔ B est faux, que peut-on en déduire des valeurs de vérité des expressions

logiques suivantes :

a. A ∧B

b. A ∨B


. A → B

d. (A ∧ C) ↔ (B ∧ C)

Exer
i
e 12.- Si A ↔ B est vrai, que peut-on en déduire des valeurs de vérité des expressions

logiques suivantes :

a. A ∧B

b. A ∨B


. A → B

d. (A ∧ C) ↔ (B ∧ C)

Exer
i
e 13.- Quelles valeurs de vérité peut-on déduire de 
elles indiquées ?

a. (A ∧B) ↔ (A ∨B)
F F

b. (A → ¬B) → (C → B)
F
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2.3.3 Lois logiques

Exer
i
e 1.- Montrer que 
haque expression logique de la 
olonne I est logiquement équivalentes

à 
elle de la 
olonne II se trouvant sur la même ligne :

I II

a. A → (B → C) (A ∧B) → C

b. A ∧ (B ∨ C) (A ∧B) ∨ (A ∧ C) (Distributivité)


. A ∨ (B ∧ C) (A ∨B) ∧ (A ∨ C) (Distributivité)

d. (A ∧B) ∨ ¬B A ∨ ¬B
e. (A ∨B) ∧ ¬B A ∨ ¬B
f. A → B ¬B → ¬A (Contraposition)

g. A ↔ B B ↔ A (Commutativité de l'équivalen
e)

h. (A ↔ B) ↔ C) A ↔ (B ↔ C) (Asso
iativité de l'équivalen
e)

i. A ↔ B (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B)
j. ¬(A ↔ B) A ↔ ¬B
k. ¬(A ∨B) (¬A) ∧ (¬B)
l. ¬(A ∧B) (¬A) ∨ (¬B)
m. A ∨ (A ∧B) A

n. A ∧ (A ∨B) A

o. A ∧B B ∧A (Commutativité de la 
onjon
tion)

p. A ∨B B ∨A (Commutativité de la disjon
tion)

q. (A ∧B) ∧ C A ∧ (B ∧ C) (Asso
iativité de la 
onjon
tion)

r. (A ∨B) ∨ C A ∨ (B ∨ C) (Asso
iativité de la disjon
tion)

Exer
i
e 2.- a. Montrer l'équivalen
e logique de ¬(A → B) et de A ∧ ¬B.

b. Montrer l'équivalen
e logique de ¬(A ↔ B) et de (A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧B).


. Pour 
ha
une des expressions logiques suivantes, trouver une expression logique logiquement

équivalente à sa négation et dans laquelle les signes de négation ne s'appliquent qu'à des variables

propositionnelles :

i. A → (B ↔ ¬C)

ii. ¬A ∨ (B → C)

iii. A ∧ (B ∨ ¬C)
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2.3.4 Raisonnement propositionnel

Exer
i
e 1.- Déterminez si les argumentations suivantes sont logiquement 
orre
tes en formalisant


haque phrase en logique propositionnelle :

a. Si Paul est 
ommuniste alors Ja
ques est athée. Ja
ques est athée. Don
 Paul est 
ommu-

niste.

b. Si la température et la pression atmosphérique restent 
onstantes alors il ne pleut pas.

La température est restée 
onstante. Don
 s'il a plu, la pression atmosphérique n'est pas restée


onstante.


. Si Tom gagne les éle
tions alors les imp�ts augmenteront si le dé�
it demeure élevé. Si

Tom gagne les éle
tions, le dé�
it demeurera élevé. Don
 si Tom gagne les éle
tions, les imp�ts

augmenteront.

d. Tom ne peut pas à la fois fumer et être 
hampion de 
ourse à pied. Tom n'est pas 
hampion

de 
ourse à pied. Don
 Tom est fumeur.

e. Si Jean 
onduisait la voiture, Paul est inno
ent. Si Ja
ques a tiré alors Paul n'est pas

inno
ent. Don
 si Ja
ques a tiré, Jean ne 
onduisait pas la voiture.


