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Préfae

De nos jours, tout le monde ou presque a déjà utilisé un ordinateur

1

, et en tous les as ertai-

nement eux qui désirent lire e livre. Mais, de même qu'on onduit une automobile sans savoir

omment elle fontionne (tout au moins dans les moindres détails), on se sert d'un ordinateur sans

savoir omment il a été onçu. On peut don distinguer deux attitudes à l'égard des ordinateurs :

oneption et utilisation.

Les deux attitudes sont importantes : on ne peut pas utiliser quelque hose qui n'existe pas,

d'où l'intérêt de la oneption ; à quoi bon onevoir quelque hose qui n'est pas utilisé, d'où

l'intérêt d'un marhé d'utilisateurs. On imagine bien que la oneption doit être omplexe, que

e soit elle d'un ordinateur ou d'une automobile. Mais ontrairement à l'automobile, dont l'uti-

lisation est relativement simple (sauf exeption omme les formules 1, qui sont des automobiles

à part), l'utilisation des ordinateurs onnaît toute une gradation : simple (utiliser les ressoures

d'Internet, bureautique, jeux vidéo), un peu moins simple (programmation de petits utilitaires)

jusqu'à extrêmement omplexe (oneption des logiiels de prévision du temps en météorologie,

par exemple).

L'utilisateur a, quant aux ordinateurs, seulement besoin de savoir e que peut faire un ordi-

nateur et onsidérer elui-i omme une boîte noire. Ce qu'il peut faire peut rester à un niveau

informel ou se modéliser omme mahine de Turing (dont nous parlerons i-après) ou tout autre

modèle équivalent. On peut, et on doit, partir sur ette dernière base pour une utilisation intel-

ligente.

Si, don, de nos jours, on aborde les ordinateurs en les utilisant on peut, dans une seonde éta-

pe, s'intéresser à leur oneption, soit par simple uriosité, soit pare qu'une onnaissane même

partielle permet quelquefois d'améliorer l'implémentation

2

de ertains algorithmes ou la para-

métrisation (administration système), soit pare qu'on veut e�etivement onevoir une partie

1. Il s'agit plus spéi�quement d'un miro-ordinateur, mais ei est un ra�nement de lassi�ation qui n'a

rien à voir ave notre sujet.

2. Mais jamais la oneption, insistons sur e point !

v
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d'un nouveau système informatique.

Les ordinateurs sont l'aboutissement d'une longue quête d'outils d'aide aux aluls

3

. Bien

entendu les plus utilisés et de très loin (puisque les autres sont soit d'une tehnologie dépassée,

soit au stade expérimental) sont les ordinateurs életroniques

4

. Nous ne nous intéresserons qu'à

eux-i dans la suite.

Les ordinateurs életroniques ont eux-mêmes onnu une évolution au ours de leur histoire :

ordinateurs utilisant des lampes életroniques (elles-i ayant été réées à l'origine pour les besoins

de la TSF), ordinateurs à transistors, ordinateurs à iruits intégrés. Seuls es derniers sont

utilisés de nos jours, sauf as très spéial.

On distingue dès l'abord deux aspets du point de vue de la oneption : l'aspet matériel

et l'aspet logiiel. Le premier onerne les iruits életroniques, les iruits életriques et les

parties méaniques (hardware en anglais, e qui signi�e quinaillerie), le seond onerne tout e

qui est programmation (software en anglais, jeu de mot onsistant à remplaer hard par soft).

La distintion de es deux aspets provient de e qu'ils orrespondent à deux métiers di�érents

à l'origine, et même en grande partie de nos jours : l'aspet matériel est lié à la physique, plus

partiulièrement à l'életronique, alors que l'aspet logiiel est plut�t lié aux mathématiques.

0.1 Bibliographie

[Wil-85℄ Williams, Mihael R., A History of Computing Tehnology, IEEE Computer

Soiety Press, 1985, seond edition, 1997, xi + 426 p.

3. Cet aspet est malheureusement très mal traité dans la littérature. On pourra lire [Wil-85℄ pour une intro-

dution.

4. Mais e n'est pas la seule possibilité : le premier ordinateur, elui de Babbage (onçu en 1834 mais non réa-

lisé), était entièrement méanique ; puis vinrent les alulateurs életro-méanique (ave des relais téléphoniques)

et en�n életroniques ; il existe aussi des ordinateurs pneumatiques, optiques et biologiques.
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Modèle théorique
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Chapitre 1

Modélisation théorique des

ordinateurs

La programmation des ordinateurs exige une onnaissane d'un modèle de eux-i. Un modèle

théorique peut et doit être su�sant. Les modèles théoriques sont d'ailleurs apparus historiquement

avant la réalisation.

3



4 CHAPITRE 1. MODÉLISATION THÉORIQUE DES ORDINATEURS

1.1 Données, opération et résultat

On dé�nit en mathématiques la notion générale de fontion, résumée par la notation bour-

bakiste :

f : E ⊆ A → B

où A et B sont des ensembles. L'ensemble de dé�nition E est l'ensemble des éléments x de A

pour lesquels f(x) est dé�ni.
Un ordinateur est une

〈〈
boîte noire

〉〉
qui permet d'obtenir la valeur f(x) lorsque f et x sont

donnés : on entre une suite de nombres

1

, appelée les données, on lui indique une opération ou

fontion à e�etuer (dans un sens très large, bien au-delà des quatre opérations arithmétiques

que sont l'addition, la multipliation, la soustration et la division) et il en sort une autre suite

de nombres

2

, appelée le résultat, onformément au shéma de la �gure 1.1 :

résultat

opération

données

Figure 1.1 � Données, opération et résultat

Pour les opérations ourantes (addition, soustration, multipliation, division...) les données

sont au nombre de deux : on parle de fontion binaire. Elles sont quelquefois au nombre

de un (arré, ube, raine arrée...) : on parle de fontion unaire. Elles peuvent même être

d'un nombre plus grand (opérations sur les matries par exemple). Il en est de même pour les

résultats qui se présentent souvent sous la forme d'un nombre unique (as de l'addition, de la

multipliation, de l'extration de raine arrée...) mais peut omporter plusieurs nombres (as

des opérations sur les matries mais aussi plus simplement division eulidienne où l'on donne le

quotient et le reste).

1. ou de aratères ou de e qu'on veut.

2. ou e qu'on veut.
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1.2 Notion de registre

Appelons registre tout méanisme apable de stoker une donnée et de la

restituer au moment voulu.

e1

e2

e3

en

s1

s2

opération

 s3

sp

Figure 1.2 � Mahine à registres

Un ordinateur peut alors être dérit d'une façon un peu plus �ne de la façon suivante :

� on a une pile de registres d'entrée, numérotés e1, e2, e3, . . . , en, . . ., potentiellement in-

�nie, haque registre pouvant ontenir un entier naturel ;

� on a une pile de registres de sortie, numérotés s1, s2, s3, . . . , sn, . . ., potentiellement

in�nie également, haque registre pouvant ontenir également un entier naturel.

Si on veut faire e�etuer l'opération op dont on sait qu'elle a besoin de n entrées et de p sorties,

on plae les n entrées dans les registres e1 à en (dans et ordre si l'ordre est important) et on

indique à la mahine qu'elle doit e�etuer l'opération op : elle-i va herher les n entrées dans

les n premiers registres d'entrée, les triture par un proédé que l'on n'a pas à onnaître pour

l'instant et plae les résultats dans les p premiers registres de sortie. On peut alors aller réupérer

les résultats dans les registres de sortie quand on veut.

Le traitement de l'opération n'a évidemment auune raison d'être immédiat. Il faut don pré-

voir un signal de �n pour indiquer que la mahine a terminé d'e�etuer l'opération a�n qu'on

n'aille pas herher des résultats erronés.

Remarque.- L'ordinateur est dérit d'une façon un peu plus �ne mais beauoup s'exlameront

〈〈
mais pas de façon réaliste

〉〉
. En e�et on ne voit pas omment onevoir une pile in�nie de

registres. En fait nous avons parlé d'une pile potentiellement in�nie : on peut partir d'une pile

�nie plus ou moins grande ; si elle n'est pas su�sante on ajoute des registres. Cependant la
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théorie de la relativité générale a pour onséquene qu'il n'existe qu'un nombre �ni de partiules

élémentaires dans l'univers ; il est don impossible d'étendre une telle pile au-delà d'une ertaine

taille.

Il n'en demeure pas moins qu'il est plus simple de raisonner sur une pile (potentiellement)

in�nie. Nous étudierons plus tard l'inidene de ette hypothèse.

De même on ne voit pas omment onevoir un registre apable de reevoir un entier naturel

aussi grand que l'on veut. Le même ommentaire s'applique à ette deuxième restrition.
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1.3 Instrutions

1.3.1 Notion d'instrution

Problème.- Comment indiquer l'opération à e�etuer ?

Voilà la question que l'on se pose naturellement à e point de l'exposé. Pour les opérations élé-

mentaires (addition, multipliation, extration des raines arrées, logarithme, sinus...) on peut

penser à munir la mahine d'une série de touhes sur lesquelles sont indiqués les noms des opé-

rations. Il su�t d'appuyer sur la touhe désirée pour délenher l'opération ('est e qui se fait

pour les alulettes). Ce système n'est pas envisageable dans le as d'un ordinateur ar le nombre

des fontions alulables est très grand, voire même in�ni.

Un espoir : génération �nie du nombre in�ni d'opérations.- On a de la hane. Bien que le nom-

bre d'opérations soit in�ni, toute opération alulable s'obtient à partir d'un nombre �ni d'opéra-

tions primitives (ou élémentaires) grâe à un nombre �ni de onstruteurs d'opérations omposées.

Instrution.- On préfère parler d'instrution en informatique plut�t que d'opération, bien que

e soit la même hose, ar on donne des instrutions à la mahine omme on le ferait à une

personne pour e�etuer un ertain travail.
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1.3.2 Registres de travail

On a quelquefois besoin d'entreposer des résultats intermédiaires : lorsqu'on e�etue une

soustration, par exemple, on a besoin de plae pour marquer les retenues sur une feuille de

papier. On onsidèrera don qu'on dispose, outre des deux piles de registres de donnée et de

registres de résultat, d'une pile de registres de travail, notés r1, r2, r3, . . . , rn, . . ., haun étant

apable de ontenir un entier naturel, omme le montre la �gure 1.3.

e1

e2

e3

en

s1

s2

opération

 s3

sp

r1 r2 r3 rk

Figure 1.3 � Mahine à registres ave registres de travail
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1.3.3 Instrutions primitives

Classi�ation des instrutions primitives.- On peut voir immédiatement un ertain nombre d'ins-

trutions primitives utiles, que l'on peut répartir en trois types :

� Les instrutions de transfert permettent de opier le ontenu d'un registre dans un

autre :

� du registre d'entrée n vers le registre de travail k, notée rk := en ;

� du registre de travail n vers le registre de travail k, notée rk := rn ;

� du registre de travail k vers le registre de sortie n, notée sn := rk.

� Il n'y a pas en général de transfert du registre d'entrée n vers le registre de sortie k.

� Remarquons que le transfert d'un registre de travail vers un registre d'entrée ou d'un

registre de sortie vers un registre de travail n'a pas vraiment de sens.

� Les instrutions arithmétiques permettent des aluls élémentaires :

� La remise à zéro du registre de travail k, notée rk := 0.

� L'inrémentation du registre de travail k, 'est-à-dire le fait de lui ajouter 1, notée

rk := rk + 1.

� La dérémentation du registre de travail k, 'est-à-dire le fait de lui retranher - 1 s'il

est non nul (il reste à zéro s'il est nul si on veut que le résultat soit un entier naturel),

notée rk := rk − 1.

� La seule instrution de ontr�le primitive est :

� l'instrution d'arrêt de la mahine, notée STOP, qui fait, par exemple, lignoter une

lampe pour indiquer que l'on peut aller herher les résultats dans les registres de

sortie.

Exerie.- Voyez-vous d'autres instrutions primitives possibles ?
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1.3.4 Strutures de ontr�le

On appelle programme le onept préis d'instrution omplexe onstruite à partir des ins-

trutions primitives à l'aide des onstruteurs d'instrutions.

On appelle onstruteur d'instrutions ou struture de ontr�le e qui permet d'obtenir

d'autres instrutions à partir des instrutions primitives. Voyons quelques strutures de ontr�le

naturelles.

1.3.4.1 Séquenement

Notion.- La première struture de ontr�le qui nous vient à l'esprit est ertainement le séquen-

ement : il s'agit d'exéuter une suite d'instrutions l'une après l'autre.

Exemple.- L'instrution omposée suivante permet de plaer 3 dans le premier registre de sortie :

r1 := 0
r1 := r1 + 1
r1 := r1 + 1
r1 := r1 + 1
s1 := r1
STOP
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1.3.4.2 Rupture de séquene

Étiquetage des instrutions.- On va, pour aller plus loin, e que dont n'avions pas besoin jusqu'ii,

repérer les instrutions par des étiquettes, de la forme qn suivi de deux points, où n est un entier

naturel.

Le programme préédent peut être réérit de la façon suivante en utilisant des étiquettes :

q0 : r1 := 0
q1 : r1 := r1 + 1
q2 : r1 := r1 + 1
q3 : r1 := r1 + 1
q4 : s1 := r1
q5 : STOP

Cei est optionnel : on peut mettre des étiquettes, ne pas en mettre, en mettre ertaines et pas

d'autres.

Branhement.- L'instrution de branhement :

SI rk = 0 ALLER_A qk

permet une rupture de séquene : si le ontenu du registre de travail rk est nul alors on va,

non pas à l'instrution suivante dans l'ordre dans lequel les instrutions sont érites, mais à elle

d'étiquette qk.

Bien que les étiquettes soient faultatives, il faut néessairement, dans le as d'une rupture

de séquene, que l'instrution à laquelle on veut renvoyer soit étiquetée.

Exemple.- (Addition)

Le programme suivant permet d'additionner les ontenus des deux premiers registres d'entrée

et d'en plaer le résultat dans le premier registre de sortie :

r1 := e1
r2 := e2
r3 := 0
q1 : SI r2 = 0 ALLER_A q2
r2 := r2 − 1
r1 := r1 + 1
SI r3 = 0 ALLER_A q1
q2 : s1 := r1
STOP
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1.3.5 Unité arithmétique

Pour ne pas tenir ompte du hoix spéi�que des instrutions primitives, présentons un nou-

veau modèle.

On appelle unité arithmétique (arithmeti unit en anglais) l'organe de la mahine apable

d'effetuer les instrutions arithmétiques primitives que l'on a hoisies, pas néessairement elles

i-dessus.

On onsidère en général, pour simpli�er, que l'unité arithmétique ne travaille qu'ave les

registres de travail. Nous obtenons alors le shéma de la �gure 1.4 :

travail sortieentrée

arithmétique

unité

Figure 1.4 � Mahine ave unité arithmétique

1.3.6 Programme

Programme.- On appelle programme toute suite d'instrutions, que e soient des instrutions

primitives ou des strutures de ontr�le.

L'idée est qu'un programme permet d'e�etuer une opération. On a don une façon �nie de

générer un grand nombre d'opérations.

Exerie.- Montrer que l'ensemble des programmes et elui des opérations alulables sont in�nis.

⊢ Pour tout entier naturel a l'appliation onstante fa dé�nie par fa(n) = a peut être alulée

par un programme analogue au premier programme, alulant 3, que nous avons onsidéré i-

dessus. ⊣
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1.3.7 Programme enregistré

Une idée fondamentale de von Neumann a été de plaer les instrutions, et don le pro-

gramme, dans des registres.

Registres d'instrution.- Nous avons préédemment numéroté les instrutions a�n de pouvoir

e�etuer des ruptures de séquene. Introduisons maintenant de nouveaux registres, appelés re-

gistres d'instrution, notés i1, i2, i3, ..., in, ... Mettons des étiquettes à toutes les instrutions.

Plaçons l'instrution d'étiquette q1 (sans son étiquette) dans le registre i1, elle d'étiquette q2
dans i2 et ainsi de suite.

Pointeur d'instrution.- Introduisons un nouveau registre, appelé pointeur d'instrution qui

ontient une adresse d'instrution, 'est-à-dire un entier naturel non nul.

Le programmeur n'a aès au registre d'instrution que de façon indirete. Au début de

l'exéution du programme, le registre d'instrution a la valeur 1. Après l'exéution de haque

instrution, la valeur du registre d'instrution est inrémentée sauf s'il s'agit d'une rupture de

séquene : dans e dernier as, le registre d'instrution prend la valeur indiquée.

Mise en ÷uvre d'un programme.- On voit alors omment faire exéuter un programme : on plae

les instrutions et les données dans les registres adéquats et on fait démarrer le programme.

L'instrution i1 est alors e�etuée ; on passe ensuite à l'instrution suivante, elle de numéro

suivant en général sauf si l'instrution est une instrution de rupture de séquene ; le programme

s'arrête lorsqu'on renontre l'instrution STOP.

Remarque.- Que se passe-t-il si on ne tombe jamais sur l'instrution STOP ? Le programme ne

s'arrête pas : on dit qu'il boule. Vous êtes ertainement déjà tombés (involontairement) sur un

tel as si vous avez programmé. Voii par exemple un programme qui boule :

q1 : r1 := 0

q2 : SI r1 = 0 ALLER_A q1
q3 : STOP



14 CHAPITRE 1. MODÉLISATION THÉORIQUE DES ORDINATEURS

1.4 Fontions alulables

Introdution.- Nous venons de voir le prinipe de réalisation des ordinateurs. Une telle mahine

peut-elle aluler tout e qui est alulable ? N'avons-nous pas oublier une instrution primitive

ou une struture de ontr�le ? Pire, sommes-nous sûrs qu'il existe un jeu en nombre �ni bien

hoisi d'entre elles ?

Il a existé au ours de l'histoire de nombreuses mahines d'aide aux aluls : abaques et

bouliers, mahine arithmétique de Pasal, ... L'idée intuitive de e qu'est une opération (nous

dirons fontion dorénavant) alulable est une opération dont le résultat peut être obtenu grâe à

une mahine (d'aide aux aluls), qu'importe la nature de elle-i. Rien ne dit d'ailleurs a priori

qu'il existe des fontions non alulables (nous verrons ependant plus tard qu'il en existe).

Un programme utilise n entrées et p sorties. On peut onsidérer que les entrées et les sorties

sont des entiers naturels. À tout programme est don assoié une fontion, visiblement alulable

en notre sens intutif.

On dit qu'une fontion sur les entiers naturels et à valeurs dans les entiers

naturels est réursive si, et seulement si, il existe (au moins) un programme

(au sens i-dessus) permettant de la aluler.

Remarques.- 1

o
) La restrition apparente onernant les entiers naturels n'est pas fondamentale.

Les mots, par exemple, peuvent être représentés par des entiers naturels en utilisant un odage

adéquat.

- 2

o
) Une fontion réursive peut être alulée par plusieurs programmes. Il y en a

même toujours une in�nité : il su�t, si on a un programme dans lequel le registre rn n'est jamais

utilisé, d'introduire, par exemple au début, autant de fois que l'on veut l'instrution :

rn := r1

- 3

o
) Les fontions réursives sont visiblement alulables, mais est-e que toutes les

fontions alulables sont réursives ? Il est déliat d'y répondre puisqu'on est en présene, d'une

part, d'une notion mathématique préise (elle de fontion réursive) et, d'autre part, d'une

notion intuitive (elle de fontion alulable). Cependant on a tout lieu de penser que l'assertion

suivante est vraie.

Thèse de Churh (1936)

Les fontions alulables sont les fontions réursives.

Justi�ation de la thèse de Churh.- La thèse de Churh est justi�ée par les faits suivants :

� Dans les années 1930 plusieurs auteurs ont essayé de mathématiser la notion de fontion

alulable.

� Ils sont arrivés à des résultats di�érents, ertes, mais on est toujours arrivé à montrer que

l'ensemble des fontions orrespondant à un modèle donné est identique à l'ensemble des

fontions orrespondant à au moins un autre et don à tous les autres.

� L'un des modèles, elui des mahines de Turing, a réussi à onvainre entièrement.

� On s'aperçoit jour après jour que toute fontion intuitivement alulable est bien alulable

sur ordinateur.
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1.5 Historique

Nous avons déjà vu, lors de l'introdution à la programmation, deux moments lés de l'histoire

de la notion d'ordinateur :

� le ontexte, 'est-à-dire les besoins en aluls de plus en plus omplexes, depuis la Préhis-

toire ;

� la réation des bureaux de aluls pour e�etuer les aluls omplexes.

Nous allons voir maintenant deux autres moments lés :

� la réalisation de mahines d'aide aux aluls ;

� la dé�nition de e qui peut être résolu algorithmiquement au milieu des années 1930,

ristallisée par la thèse de Churh-Turing.

Figure 1.5 � Vase de Darius ([Wil-85℄, p. 56)

1.5.1 Mahines d'aide aux aluls

Nous avons déjà signalé le livre [Wil-85℄ pour une initiation à l'historique des outils d'aide

aux aluls, y ompris les ordinateurs qui n'en sont qu'une étape, la plus évoluée. On pourra s'y

référer.

1.5.1.1 Abaques

Des outils d'aide aux aluls apparurent dans l'Antiquité sous le nom d'abaque, e qui a

désigné des tehniques di�érentes et dont l'histoire est en grande partie perdue (voir [Sh-01℄).

Démosthène (�384 av. J.C., �322 av. J.C.) érit ([227℄ et [229℄) que nous avons besoin

d'utiliser des ailloux pour e�etuer les aluls qui sont trop di�iles à faire à la main.

Hérodote ([Her℄, II 36) érit à propos des Égyptiens :

〈〈
Ils érivent leurs aratères et

alulent ave des ailloux, de droite à gauhe là où les Gres le font de gauhe à droite

〉〉
.
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Le vase gre dit de Darius, trouvé en 1851 et maintenant onservé au musée de Naples, montre

un trésorier tenant une tablette à la main alors qu'il semble manipuler des ompteurs sur une

table ave l'autre (�gure 1.5, voir aussi une photo dans [Smi-25℄, vol. II, p. 161).

Une table d'abaque a été trouvée dans l'île de Salamis près du Pirée (�gure 1.6).

Figure 1.6 � Abaque de Salamis ([Wil-85℄, p. 57)

On sait que la manipulation des ailloux sur de la poussière, ou l'utilisation d'un doigt ou

d'un stylet sur de la poussière �ne ou du sable déposé sur une table, est utilisée depuis les temps

les plus aniens. Le mot sémite abaq (poussière) semble être à l'origine du mot abaque. Les Gres

utilisaient le mot abax pour désigner une surfae plane sur laquelle ils e�etuaient leurs aluls.

Le terme abaque a désigné plusieurs hoses au ours de son histoire, y ompris les bouliers au

XIX

e
et XX

e
sièles.
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1.5.1.2 Calulatries méaniques

On appelle alulatrie toute mahine permettant d'e�etuer rapidement l'une ou la totalité

des quatre opérations sur les entiers naturels : addition, soustration, multipliation et division.

Un bon résumé de l'histoire des alulatries se trouve dans le livre A history of Compu-

ting Tehnology [Wil-85℄ de Mihael Williams, ave des référenes bibliographiques. Nous nous

ontenterons ii d'en donner les grandes étapes.

� La détermination des imp�ts donne lieu à la naissane de la première mahine à aluler

méanique, elle de Blaise Pasal (1623�1662) en 1642, dont le père était fermier général,

'est-à-dire hargé de la détermination et du reouvrement des imp�ts. Celle-i onnaît

un très grand intérêt de uriosité mais pas le suès ommerial esompté.

� On a déouvert tardivement que Pasal a été devané par Wilhem Shikard (1592�

1635), qui a ertainement onstruit une alulatrie permettant les additions en 1623, mais

qui est perdue.

� Gottfried Wilhem Leibniz (1646�1716) onstruit une mahine apable d'e�etuer des

multipliations en 1670.

� La première alulatrie à onnaître un suès ommerial, inspirée de la mahine de

Leibniz, est l'arithmomètre de Thomas de Colmar, mise sur le marhé en 1820 et qui

fut vendue jusqu'à la première guerre mondiale. D'autres mahines, toutes méaniques,

furent ommerialisées jusqu'au début des années 1970. Elles sont alors remplaées par les

alulettes életroniques, sous-produit des ordinateurs.

1.5.1.3 Mahines dédiées

On appelle mahine dédiée tout outil d'aide aux aluls onçu pour un besoin bien dé�ni.

Il s'agit d'abord de alulateurs analogiques (et non numériques), tels que eux qui servent à la

prévision des marées (en partiulier elui de lord Kelvin, qui a onstruit en 1878 un des premiers

alulateurs analogiques, un préditeur de marées méanique appliquant les prinipes de l'analyse

harmonique), qui sont dérits dans la première partie de [Gol-72℄. Il s'agit ensuite de alulateurs

méaniques tels que la mahine Z1 de Konrad Zuse (1910�1995) onstruite en 1938 puis des

mahines életro-méaniques (utilisant des relais) tels que le Model I de Georges Stibitz aux

établissements Bell pour e�etuer des aluls sur les nombres omplexes. Une première desription

de es mahines se trouve dans [Wil-85℄.

1.5.1.4 Calulateurs généralistes

On appelle alulateur généraliste tout outil d'aide aux aluls apable d'e�etuer des

aluls plus ompliqués que les quatre opérations sans être une mahine universelle (au sens où

nous le verrons à la sous-setion suivante).

Il s'agit des mahines Z2, Z3 et Z4 de Konrad Zuse onstruites avant la �n de la seonde guerre

mondiale, des Model II à Model VI de Georges Stibitz aux établissements Bell, des mahines

de Harvard de Howard Aiken (Mark I à Mark IV) et des premiers alulateurs IBM. Viennent

en�n les alulateurs életroniques telles que la mahine ABC de John Atanasoff (1903�1995)

et Cli�ord Berry (1918�1963) et surtout l'ENIAC de l'université de Pennsylvanie. Une première

desription de es mahines se trouve dans [Wil-85℄.
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1.5.1.5 Mahines universelles ou ordinateurs

On appelle mahine universelle, ou ordinateur, tout outil d'aide aux aluls apable d'ef-

fetuer tout alul qui l'est par une mahine, qu'importe la nature de elle-i.

Le premier ordinateur (onçu mais non onstruit) est la mahine analytique de Charles Bab-

bage (1791�1871), entièrement méanique. L'idée du premier ordinateur jamais réalisé, due

essentiellement à John von Neumann est l'EDVAC onçu en 1945. Mais à ause des dissensions

au sein de l'équipe, il ne sera terminé qu'en 1950, après la mise en servie de l'EDSAC de Cam-

bridge en Angleterre (1949), onçu par Maurie Wilkes. On pourra trouver une introdution à

la naissane des ordinateurs, ave des référenes bibliographiques, dans [Wil-85℄.

Vint ensuite la ommerialisation des ordinateurs, ave la toute puissane d'IBM durant une

période, puis l'apparition des miro-ordinateurs.
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1.5.2 Fontions alulables

1.5.2.1 Premiers doutes sur les limites des aluls par programme

Les aluls apparaissent depuis la naissane des Cités pour des raisons de omptabilité (les

quatre opérations arithmétiques) puis pour des raisons astronomiques (liées à la détermination

des saisons pour l'agriulture). Apparaissent ensuite de plus en plus de programmes de aluls,

non pas, historiquement, les programmes d'ordinateur mais les programmes dans les bureaux de

aluls. Deux problèmes, ependant, vont initer à s'interroger sur les limites de eux-i.

Attitude générale.- Pendant longtemps les mathématiiens ont résolu des problèmes partiuliers

par des méthodes générales, des méthodes souvent plus générales que e pourquoi elles ont

été reherhées. On s'interroge, par exemple, sur la ontenane d'un tonneau de telle forme.

La méthode la plus générale de l'Antiquité, apelée méthode d'exhaustion, onsiste à deviner la

formule (exate) donnant le volume d'un solide d'une forme déterminée puis à la démontrer en

approximant le solide par des polyèdres de plus en plus prohes. Au XVII

e
sièle, la méthode du

alul intégral de Newton et Leibniz permet de aluler des volumes sans avoir d'idée a priori

sur le résultat. On ne ommene à s'interroger sur la notion générale de volume qu'au troisième

tiers du XIX

e
sièle.

Le XIX

e
sièle est un sièle à la fois de rigueur et de lassi�ation. On ne s'intéresse plus à tel

ou tel problème partiulier, on veut formuler le as général et obtenir des théorèmes généraux

sur elui-i.

Premier problème : théorie des invariants.- Considérons une ourbe dans le plan, une surfae

dans l'espae ou l'analogue (une hypersurfae) dans un espae de dimension arbitraire. Certains

de es objets sont des variétés, dont les oordonnées, dans un repère donné, véri�ent une équation

polynomiale. Lorsqu'on hange de repère, l'équation de la variété hange mais on peut mettre en

évidene sur l'équation des propriétés invariantes par rapport à un hangement de repère. Ces

invariants traduisent les propriétés géométriques intrinsèques de la variété.

Une variété algébrique dans un espae de dimension n est dé�nie, dans un repère donné, par

P (x1, ..., xn) = 0, où P est un polyn�me homogène de degré m. Un invariant est un polyn�me

I en les oe�ients des polyn�mes homogènes à n variables de degré m tel que pour toute

transformation linéaire, de déterminant 1, on ait I(a) = I(a′), si a est la liste des oe�ients de

P et a′ elle de l'équation P ′
après la transformation.

Le problème de la théorie des invariants onsiste à déterminer les invariants de la variété

algébrique.

En 1868 [Gor-68℄, Paul Gordan (1837�1912) trouve une méthode pour déterminer les in-

variants d'une ourbe algébrique plane. Pendant vingt ans, personne ne réussit à améliorer les

résultats de Gordan. En 1890, David Hilbert [Hil-90℄ donne une réponse en dimension quel-

onque, en montrant que, dans un espae de dimension donnée, il existe une famille �nie qui

engendre l'ensemble des invariants par des opérations simples (Théorème de la base de Hilbert).

Cependant la démonstration ne donne pas de proédure pour aluler la famille génératrie.

Cette voie abstraite renontre une vive opposition. Gordan délare :

〈〈
Ce n'est pas des mathé-

matiques, 'est de la théologie

〉〉
(f. [ML-08℄). Hilbert reprend le problème et, en 1893 [Hil-93℄,

réussit à donner une démonstration onstrutive qui permet de aluler la famille génératrie des

invariants

3

.

C'est ertainement la première fois que l'on insiste sur l'e�etivité ou alulabilité d'un pro-

blème.

3. Pour une introdution à l'÷uvre de Hilbert, on pourra se reporter à [Cas-01℄.
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Deuxième problème : équations di�érentielles et axiome du hoix.- Le développement des ma-

thématiques lassiques est fortement lié à elui de la physique. Ce dont a besoin la physique,

'est la résolution d'équations di�érentielles. Pour les as simples, on a pu trouver des solutions

〈〈
exates

〉〉
à ertaines d'entre elles, 'est-à-dire exprimable à l'aide des fontions onnues. Au

XIX

e
sièle, on ommene à omprendre que l'on n'a pas toujours de

〈〈
solution analytique

〉〉

exate. Les solutions approhées sont su�santes pour la physique à ondition de disposer de thé-

orèmes sur ertaines propriétés générales. Augustin Cauhy (1789�1857) [Cau-1844℄, ave des

hypothèses préisées par Rudolph Lipshitz (1832�1903), montre l'existene et l'uniité de la

solution d'une équation di�érentielle ave des onditions initiales données [Yus-81℄, e qui re�ète

bien l'expériene physique.

Guiseppe Peano (1858�1932) améliore le résultat de Cauhy et Lipshitz en montrant

l'existene dans le seul as de la ontinuité, mais sans uniité omme le montre l'exemple lassique

y′ = 3
√
x.

On s'aperçoit rapidement que Peano utilise impliitement une hypothèse pour démontrer

son résultat, hypothèse qui va être onnue sous le nom d'axiome du hoix. Un énoné simple

de elui-i dit que le produit artésien (in�ni) d'ensembles non vides est un ensemble non vide.

Émile Borel s'interroge sur la notion d'e�etivité à propos de la justi�ation de l'axiome du

hoix dans ses Leçons sur les fontions de 1898 [Bor-98℄.

1.5.2.2 Retour en arrière : émergene des problèmes de possibilité

Au dix-neuvième sièle naît une nouvelle façon de répondre aux problèmes, le type de réponse

étant inattendu pour un mathématiien de l'époque. Jusqu'alors, lorsqu'on posait un problème,

on s'attendait à e qu'il soit résolu, t�t ou tard, sous la forme sous laquelle il a été posé. Le

nouveau type de réponse est : il n'existe pas de réponse au problème sous la forme sous laquelle

il est posé.

Cette nouvelle attitude apparaît à propos de problèmes aniens sur la résolution des équations

algébriques et sur le problème des onstrutions géométriques.

Le premier exemple en est donné par Ruffini en 1799 [Ruf-04℄. Les équations algébriques

sont apparues très t�t pour des raisons diverses (mais non vraiment expliitées). La résolution

des équations du seond degré date de la Mésopotamie anienne. La résolution des équations

du troisième et du quatrième degré date du XVI

e
sièle (Tartaglia, Ferrari...). On herhe

alors ativement à résoudre l'équation du inquième degré, plus exatement par radiaux, 'est-

à-dire que les solutions sont exprimées à partir des oe�ients en utilisant les quatre opérations

arithmétiques et le passage à la raine n-ième. Ruffini montre que 'est impossible, ou tout au

moins l'a�rme puisque son artile est onsidéré omme inompréhensible. Qu'importe puisque

les démonstrations d'Abel (en 1824) puis le théorème général de Galois de 1832 (qui va plus

loin puisqu'indique dans quel as une équation algébrique est résoluble par radiaux) on�rment

e résultat.

Le seond problème onerne les onstrutions géométriques à l'aide de la règle et du om-

pas. L'Antiquité laisse trois problèmes non résolus à e propos : la dupliation du ube (en

terme moderne il faut onstruire la raine ubique de 2), la trisetion d'un angle quelonque

(la onstrution de la bissetrie est onnue depuis longtemps) et la quadrature du erle (étant

donné le rayon d'un erle, autrement dit un segment de droite, onstruire le �té, un autre

segment, d'un arré ayant même aire que le erle).Wantzel montre en 1837 [Wan-37℄ qu'il est

impossible de résoudre les deux premiers problèmes : les longueurs des segments onstrutibles à

l'aide de la règle et du ompas par rapport à un segment de longueur un sont appelés les nombres

onstrutibles ; Wantzel ommene par montrer que les nombres onstrutibles sont eux des
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extensions quadratiques itérées du orps des rationnels ; il montre ensuite que ni

3
√
3, ni sin(10o)

ne sont des nombres onstrutibles. Lindemann [Lin-82℄ onlut en montrant l'impossibilité de la

quadrature du erle en 1882, plus préisément en démontrant que le nombre π est transendant,

'est-à-dire qu'il n'est solution d'auune équation polynomiale à oe�ients rationnels.

Beauoup d'autres solutions de e type apparaissent. David Hilbert y fait référene dans

son élèbre exposé Sur les problèmes futurs des Mathématiques de 1900 :

Il se peut aussi que l'on s'e�ore d'obtenir une solution en se basant sur des hy-

pothèses insu�santes ou mal omprises et que, par suite, on ne puisse atteindre le

but. Il s'agit alors de démontrer l'impossibilité de résoudre le problème en se servant

d'hypothèses telles qu'elles ont été données ou interprétées. Les Aniens nous ont

donné les premiers exemples de pareilles démonstrations d'impossibilité ; ils ont dé-

montré ainsi que dans un triangle retangle isoèle l'hypoténuse et le �té de l'angle

droit sont dans un rapport irrationnel. Dans les Mathématiques ontemporaines, la

question de l'impossibilité de ertaines solutions joue un r�le prépondérant ; 'est à

e point de vue de la démonstration de l'impossibilité que d'aniens et di�iles pro-

blèmes, tels que eux de la démonstration de l'axiome des parallèles, de la quadrature

du erle et de la résolution par radiaux de l'équation du inquième degré, ont reçu

une solution parfaitement satisfaisante et rigoureuse bien qu'en un sens tout di�é-

rent de elui qu'on herhait primitivement. Le fait remarquable dont nous venons

de parler et ertains raisonnements philosophiques ont fait naître en nous la onvi-

tion que partagera ertainement tout mathématiien, mais que jusqu'ii personne n'a

étayée d'auune preuve, la onvition, dis-je, que tout problème mathématique déter-

miné doit être forément suseptible d'une solution rigoureuse, que e soit par une

réponse direte à la question posée, ou bien par la démonstration de l'impossibilité de

la résolution, 'est-à-dire de l'insuès de toute tentative de résolution.

[Hil-00℄, p. 11�12.

Il est d'ailleurs urieux que, alors qu'il ait bien onsiene de solutions inattendues, Hilbert

ne remette absolument pas en doute les possibilités du alul. L'une des preuves les plus �agrantes

de ette dernière onstatation est l'analyse faite par Yuri Matiiassevih en 1999 de la façon

dont David Hilbert pose son dixième problème (sur les mathématiques futures) en 1900 :

Le dixième problème oupe moins d'espae qu'auun autre problème dans l'artile

de Hilbert. Durant son exposé il n'en dit pas un mot, ainsi que sur quelques autres

problèmes. Son exposé dura deux heures et demi mais ei ne fut pas su�sant pour

présenter les vingt-trois problèmes ; ainsi quelques problèmes, dont le dixième, ne

furent pas présentés oralement mais seulement inlus dans la version imprimée de

l'exposé.

Ainsi Hilbert ne donna-t-il pas de motivation pour le dixième problème. Nous pouvons

seulement deviner pourquoi il ne parla que des solutions en

〈〈
entiers rationnels

〉〉
.

Nous avons vu que ela est équivalent à reherher un algorithme pour résoudre les

équations diophantiennes en entiers naturels. Mais, en fait, Diophante lui-même ne

résolvait les équations ni en entiers naturels, ni en entiers relatifs, il herhait des

solutions rationnelles. Don pourquoi Hilbert ne demanda-t-il pas une proédure pour

déterminer l'existene de solutions rationnelles ? La réponse est plus ou moins évi-

dente. Hilbert était optimiste et royait en l'existene d'un algorithme pour résoudre

les équations diophantiennes en entiers. Un tel algorithme nous permettrait également

de résoudre les équations en rationnels.

[Mat-99℄, p. 297
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Bien sûr on ne peut pas en déduire a priori à propos d'un problème partiulier qu'Hilbert

ne se posa jamais la question de la alulabilité. Mais en fait auun des problèmes ne porte sur

la alulabilité et on ne retrouve pas de trae de ette interrogation dans ses ÷uvres.

1.5.2.3 Le besoin de aratériser les fontions alulables

Nous avons vu i-dessus survenir quelques doutes sur la alulabilité de ertaines opérations,

en partiulier par Émile Borel, mais sans qu'il y ait de dé�nition de e qui est alulable. La

néessité de dé�nir rigoureusement la alulabilité d'une fontion se fait ressentir à propos de

deux problèmes : elui de la déidabilité de l'arithmétique élémentaire et l'énoné du théorème

d'inomplétude de Gödel.

Le problème de la déidabilité de l'arithmétique élémentaire.- Tout le monde se souvient des pro-

blèmes de Géométrie qu'il a renontrés au ollège. Il faut, suivant la apaité de haun, plus ou

moins de temps pour les résoudre. Certains sont même si di�iles qu'il faut attendre la solution

du professeur. D'autres, enore plus di�iles, faisaient l'objet d'énonés dans des revues telle que

feue la Revue de Mathématiques Élementaires en Frane.

Alfred Tarski montre à la �n des années 1920 (publié tardivement [Tar-48, Tar-51℄) qu'en fait

il n'y a nul besoin de réativité pour résoudre es problèmes. On peut automatiser la géométrie

élémentaire, 'est-à-dire que l'on peut onstruire une mahine à laquelle on donne l'énoné et

elle-i en donne la réponse. Il s'agit d'un résultat théorique, une telle mahine n'étant pas

onstruite à l'époque. Ce n'est que dans les années 1970 qu'elle ommenera à apparaître omme

programme d'ordinateur.

Puisque la géométrie élémentaire est automatisable, il doit bien en être également ainsi de

l'arithmétique élémentaire, se dit-on à l'époque. Des reherhes sont alors e�etuées dans e sens,

mais on s'aperçoit rapidement que le as est plus oriae. On ommene même à se dire qu'il

ne doit pas en être ainsi. Mais omment le démontrer ? Et d'abord omment démontrer qu'un

problème n'est pas automatisable. Il faudrait déjà préiser e qu'est un problème automatisable.

Le théorème d'inomplétude de Gödel.- En 1931, Kurt Gödel répond à Hilbert (plus exate-

ment à son propos que

〈〈
la onvition, dis-je, que tout problème mathématique déterminé doit

être forément suseptible d'une solution rigoureuse, que e soit par une réponse direte à la

question posée, ou bien par la démonstration de l'impossibilité de la résolution, 'est-à-dire de

l'insuès de toute tentative de résolution

〉〉
) par son élèbre théorème d'inomplétude : quelle

que soit la théorie mathématique onsidérée, il existe un énoné du langage de elle-i qui ne peut

ni être démontré, ni réfuté dans ette théorie.

Gödel [God-31℄ a besoin d'un minimum d'hypothèses sur e qu'est une théorie mathémati-

que pour démontrer son théorème. Une théorie mathématique est une théorie logique du premier

ordre, ave un ertain ensemble d'axiomes. Dans e ontexte, l'ensemble des axiomes ne peut

pas être �ni mais on doit savoir si un énoné du langage de la théorie est un axiome ou non.

Autrement dit on doit pouvoir déider si 'est un axiome.

Pour démontrer son théorème, Gödel donne lui-même une dé�nition de e qu'est une fon-

tion alulable, inspirée, dit-il, d'une suggestion non publiée de Jaques Herbrand. Il ne sera

ependant lui-même onvainu qu'il a bien ainsi appréhendé la notion de fontion alulable qu'à

l'apparition du modèle de Turing en 1936 (et de l'équivalene ave son modèle), omme il le dit

dans un postriptum à la réédition de son artile dans [Dav-65℄ :

En onséquene d'avanées ultérieures, en partiulier au fait que, dus aux travaux de

A. M. Turing, une dé�nition préise et adéquate sans disussion du onept général de

système formel peut maintenant être donnée, l'existene de propositions arithmétiques

indéidables et la non-prouvabilité de la onsistane d'un système dans e système lui-
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même peuvent maintenant être démontrés rigoureusement pour tout système formel

ontenant une ertaine quantité de théorie des nombres �nitaire.

Les travaux de Turing donnent une analyse du onept de

〈〈
proédure méanique

〉〉

(alias

〈〈
algorithme

〉〉
ou

〈〈
proédure alulatoire

〉〉
ou

〈〈
proédure ombinatoire �-

nie

〉〉
). On a montré que e onept est équivalent à elui de

〈〈
mahine de Turing

〉〉
.

[Dav-65℄, p. 71

1.5.2.4 Caratérisation des fontions alulables

Venons-en don à la dé�nition de Turing. Sous la diretion de Neumann, Alan Turing

passe de l'étude de la théorie des groupes à l'hypothèse de Riemann et, pour ela, au alul des

zéros de la fontion dzéta. Les moyens théoriques sont hors de portée ; il s'agit don d'e�etuer

des aluls sur les déimaux (ave les erreurs inhérentes) pour obtenir des résultats sur les réels.

Il abandonne e problème pour une ré�exion globale sur les réels qui peuvent être alulables

et plus généralement sur

〈〈
e qui est alulable

〉〉
. Il répond à la question en 1936 [Tur-36℄ en

dé�nissant son élèbre modèle de mahines abstraites. Sa réponse est immédiatement aeptée.

La même année Alonzo Churh [Chu-36℄ lame que toute notion de alulabilité est rédutible

aux mahines de Turing (e qui est onnu sous le nom de thèse de Churh) :

Le fait que deux dé�nitions très di�érentes et (dans l'opinion de l'auteur) également

naturelles de la alulabilité e�etive soient équivalentes ajoute à la fore des raisons

données i-dessous pour roire qu'elles onstituent une aratérisation générale de

ette notion ohérente ave la ompréhension intuitive de elle-i.

[Chu-36℄, note 3

Plusieurs autres modèles de alulabilité sont proposés, dont on montre failement qu'ils sont

tous équivalents à elui des mahines de Turing.

1.5.2.5 Autres modèles et mahines RAM

Plusieurs modèles théoriques de aratérisation des fontions alulables ont été proposés,

presque tous la même année 1936.

Modèle des fontions réursives.- Comme nous l'avons déjà dit, le premier modèle est proposé

par Herbrand.

Kurt Gödel est le premier mathématiien à avoir besoin d'une aratérisation de l'ensemble

des fontions alulables. Il utilise une variante de elle de Herbrand dans [God-31℄ mais sans

être en être satisfait.

λ-alul.- Alonzo Churh [Chu-33℄ et Stephen Cole Kleene [Kle-35℄ proposent un seond mo-

dèle en 1933, qui sera appelé plus tard λ-alul (prononez lambda alul). L'équivalene ave le

modèle de Herbrand�Gödel est due prinipalement à Kleene [Kle-36℄ mais aussi partiellement

à Churh et Rosser [CR-36℄.

Mahines de Turing.- Ce qu'on appelle de nos jours mahines de Turing a été proposé par Alan

Turing [Tur-36℄ et, indépendamment et de façon plus approfondie, par Emil Post [Pos-36℄. L'é-

quivalene ave la λ-dé�nissabilité est esquissée dans l'appendie de l'artile même de Turing

puis prouvée dans [Tur-37℄.

Quelques variations Markov et les mahines RAM
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1.7 Exeries

Exerie 1.- (Soustration)

La soustration n'est pas une opération totale sur l'ensemble N des entiers naturels. On parle

de soustration omplète lorsqu'on prolonge ette opération par 0 pour un premier opérande

plus petit que le seond opérande.

Érire un programme qui alule la di�érene omplète de l'entier naturel ontenu dans le

registre e1 par elui ontenu dans le registre e2 et plae le résultat dans le registre s1.

Exerie 2.- (Codage des mots par des entiers naturels)

Exerie 3.- (Génération des ensembles in�nis)

Nous avons dit que nous avions de la hane ar, bien que l'ensemble des opérations alulables

par un ordinateur soit in�ni, toute opération alulable peut être engendrée à partir d'un ensemble

�ni par un nombre �ni de onstruteurs d'opérations.

- 1

o
) Tout ensemble in�ni est-il engendré à partir d'un sous-ensemble �ni par un nombre �ni

de onstruteurs ?

- 2

o
) Tout ensemble dénombrable est-il engendré à partir d'un sous-ensemble �ni par un

nombre �ni de onstruteurs ?

Exerie 4.- Nous avons vu que le nombre de programmes et le nombre de fontions alulables

sont in�nis.

Se pourrait-il que le nombre de programmes soit in�ni alors que le nombre de fontions al-

ulables soit �ni ?


