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Préface

De nos jours, tout le monde ou presque a déja utilisé un ordinateur!, et en tous les cas certai-
nement ceux qui désirent lire ce livre. Mais, de méme qu’on conduit une automobile sans savoir
comment elle fonctionne (tout au moins dans les moindres détails), on se sert d’un ordinateur sans
savoir comment il a été conc¢u. On peut donc distinguer deux attitudes a I’égard des ordinateurs :
conception et utilisation.

Les deux attitudes sont importantes : on ne peut pas utiliser quelque chose qui n’existe pas,
d’ou lintérét de la conception; & quoi bon concevoir quelque chose qui n’est pas utilisé, d’ou
Iintérét d’un marché d’utilisateurs. On imagine bien que la conception doit étre complexe, que
ce soit celle d’un ordinateur ou d’une automobile. Mais contrairement & ’automobile, dont 'uti-
lisation est relativement simple (sauf exception comme les formules 1, qui sont des automobiles
a part), l'utilisation des ordinateurs connait toute une gradation : simple (utiliser les ressources
d’Internet, bureautique, jeux vidéo), un peu moins simple (programmation de petits utilitaires)
jusqu’a extrémement complexe (conception des logiciels de prévision du temps en météorologie,
par exemple).

L’utilisateur a, quant aux ordinateurs, seulement besoin de savoir ce que peut faire un ordi-
nateur et considérer celui-ci comme une boite noire. Ce qu’il peut faire peut rester & un niveau
informel ou se modéliser comme machine de Turing (dont nous parlerons ci-aprés) ou tout autre
modeéle équivalent. On peut, et on doit, partir sur cette derniére base pour une utilisation intel-
ligente.

Si, donc, de nos jours, on aborde les ordinateurs en les utilisant on peut, dans une seconde éta-
pe, s’intéresser a leur conception, soit par simple curiosité, soit parce qu’une connaissance méme
partielle permet quelquefois d’améliorer 'implémentation? de certains algorithmes ou la para-
métrisation (administration systéme), soit parce qu’on veut effectivement concevoir une partie

1. 1l s’agit plus spécifiquement d’un micro-ordinateur, mais ceci est un raffinement de classification qui n’a
rien a voir avec notre sujet.
2. Mais jamais la conception, insistons sur ce point!
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d’un nouveau systéme informatique.

Les ordinateurs sont I’aboutissement d’une longue quéte d’outils d’aide aux calculs®. Bien
entendu les plus utilisés et de trés loin (puisque les autres sont soit d’une technologie dépassée,
soit au stade expérimental) sont les ordinateurs électroniques . Nous ne nous intéresserons qu’a
ceux-ci dans la suite.

Les ordinateurs électroniques ont eux-mémes connu une évolution au cours de leur histoire :
ordinateurs utilisant des lampes électroniques (celles-ci ayant été créées a 1’origine pour les besoins
de la TSF), ordinateurs a transistors, ordinateurs a circuits intégrés. Seuls ces derniers sont
utilisés de nos jours, sauf cas trés spécial.

On distingue dés ’abord deux aspects du point de vue de la conception : aspect matériel
et Iaspect logiciel. Le premier concerne les circuits électroniques, les circuits électriques et les
parties mécaniques (hardware en anglais, ce qui signifie quincaillerie), le second concerne tout ce
qui est programmation (software en anglais, jeu de mot consistant & remplacer hard par soft).

La distinction de ces deux aspects provient de ce qu’ils correspondent & deux métiers différents
a lorigine, et méme en grande partie de nos jours : ’aspect matériel est lié a la physique, plus
particuliérement & 1’électronique, alors que ’aspect logiciel est plutot 1ié aux mathématiques.

0.1 Bibliographie

[Wil-85] WiLLiAMS, Michael R., A History of Computing Technology, IEEE Computer
Society Press, 1985, second edition, 1997, xi + 426 p.

3. Cet aspect est malheureusement trés mal traité dans la littérature. On pourra lire [Wil-85] pour une intro-
duction.

4. Mais ce n’est pas la seule possibilité : le premier ordinateur, celui de BABBAGE (congu en 1834 mais non réa-
lisé), était entiérement mécanique; puis vinrent les calculateurs électro-mécanique (avec des relais téléphoniques)
et enfin électroniques ; il existe aussi des ordinateurs pneumatiques, optiques et biologiques.



Table des matiéres

Préface
0.1 Bibliographie . . . . . . . . .

I Modéle théorique

1 Modélisation théorique des ordinateurs

1.1 Données, opération et résultat . . . . . . . . . ... L o
1.2 Notion de registre . . . . . . . . . ..
1.3 Instructions . . . . . . . . . . . e e e e e e
1.3.1 Notion d’'instruction . . . . . . . . . . ...
1.3.2 Registresde travail . . . . . ... ... o o o
1.3.3 Instructions primitives . . . . . . . . .. ..o
1.3.4 Structures de controle . . . . . . . . . . ... e
1.3.5 Unité arithmétique . . . . . . . . . .. . ...
1.3.6 Programme . . . .. .. .. .. e
1.3.7 Programme enregistré . . . . . . .. .. Lo
1.4 Fonctions calculables . . . . . . . . ... e
1.5 Historique . . . . . . . . e e
1.5.1 Machines d’aide aux calculs . . . . . ... ... ... ... . ... ..
1.5.2 Fonctions calculables . . . . . . . .. .. ... ... o
1.6 Bibliographie . . . . . . . . .
1.7 EXercices . . . . . . e e e e e e e e

II Les principes de la réalisation physique

2 Codage de l'information

2.1 Lecontexte . . .. . . . . . . e
2.2 Codage des entiers naturels . . . . .. . ... oL oL
2.3 Codage destextes . . . . . . . ...
2.4 Appendice : conversions . . . . ... ..o Lo
2.5 Historique . . . . . . . . e
2.5.1 Utilisation de Iélectricité . . . . . . . . . . . ... ...
2.5.2 Utilisation de la numération binaire . . . . ... .. ... ... ... ...
2.5.3 Lecodagedestextes . . . . . . . . . . ..
2.6 Bibliographie . . . . . . ...

vii

[

© 00~ N Ut = W



TABLE DES MATIERES

viii
3 Les circuits combinatoires 49
3.1 Les circuits combinatoires . . . . . . . .. ... 50
3.1.1 Fonctions logiques . . . . . . . . ... Lo L 50
3.1.2 Table de vérité d’une fonction logique . . . . . .. .. ... ... ... 50
3.1.3 Les fonctions logiques naturelles . . . . .. .. ... ... ... . ..., . 20
3.1.4  Circuits électroniques . . . . . . . .. Lo o1
3.1.5 Définition des circuits combinatoires . . . . .. .. .. L. 52
3.2 Analyse des circuits combinatoires . . . . ... L oL Lo 52
3.3 Synthése des circuits combinatoires . . . . . ... Lo Lo oL 53
3.3.1 Reéalisation des circuits combinatoires de base . . . . . . . . ... ... .. 53
3.3.2 Reéalisation des autres circuits combinatoires . . . . . .. ... ... .. 55
3.3.3 Notation des circuits logique élémentaires . . . . . . . ... ... ... .. 55
3.4 Dadditionneur . . . . . . . . .. 56
3.4.1 Demi-additionneur . . . . . . ... ..o 56
3.4.2 Etage d’additionneur . . . . . ... ... .. a7
3.4.3 Additionneur binaire complet . . . . . ... oL oo oL 58
3.5 Historique . . . . . . . . . e 60
3.5.1 SHANNON et les circuits de commutation . . . . . . . . ... ... ... .. 60
3.5.2 Le premier additionneur (électro-mécanique) . . . . . ... ... ... .. 61
3.5.3 Application systématique . . . . . . ... Lo Lo 63
3.6 Bibliographie . . . . . .. . 64
4 Reéalisation des circuits combinatoires 65
4.1 Les circuits électromécaniques . . . . . . . . . ..o 66
4.1.1 Principe de réalisation des circuits . . . . . . . . . . . ... ..o 66
4.1.2 Lesrelais . . . . . . . 66
4.1.3 Realisation des portes logiques . . . . . . ... ... oL 67
4.2 Lescircuits a lampesradio. . . . . . . . . ... Lo 68
4.2.1 Diodeet triode . . . . . . ... 68
4.2.2 Realisation des portes logiques & ’aide des lampes électroniques. . . . . . 72
4.3 Les circuits a éléments semi-conducteurs discrets . . . . . ... ..o 74
4.3.1 Les circuits a transistors . . . . . . . . ..o Lo oo 74
4.3.2 Les circuits a transistors et diodes semi-conductrices . . . . . . . ... .. 7
4.4 Utilisation des circuits intégrés . . . . . . . . . ... Lo 79
4.4.1 Notion de circuit intégré . . . . . . ... .. o oo o 79
4.4.2 Utilisation des circuits intégrés pour les circuits combinatoires . . . . . . . 83
4.5 Historique . . . . . . . .. e 84
4.5.1 Les circuits mécaniques . . . . . . . . . ..o e 84
4.5.2 Les circuits électromécaniques . . . . . . . ... ..o 84
4.5.3 Les circuits a lampes électroniques . . . . . . . ... oL 87
4.5.4 Les circuits a transistors . . . . . . ... Lo Lo 90
4.5.5 Les circuits intégrés . . . . . .. ..o oL 91
4.5.6 Lecture 1 : VENIAC . . . . ... . ... ... . 93
4.6 Bibliographie . . . . . .. ... e 101
5 Reéalisation des registres et des mémoires 103
5.1 Realisation des registres . . . . . . . . ... L 104
5.1.1 Bistable R.S. . . . . . . 104
5.1.2 Registres a bistables . . . . . ... ... . L oo 105
5.2 Des registres & lamémoire . . . . . ... L oL 106



TABLE DES MATIERES ix

5.3 Historique . . . . . . . . 108
5.3.1 Premieres réalisations des registres . . . . . . ... ... Lo 108
5.3.2 Lesregistresabascule . . . . ... ... o Lo oo 113

5.4 Bibliographie . . . . . ... 116

6 Les bus 119

6.1 Reéalisation des transferts . . . . . .. ... L L 120
6.1.1 Transfert direct entre registres . . . . . .. ... ... ... . ... .. 120
6.1.2 Le probléme topologique de la liaison entre registres . . . . . . . ... .. 121
6.1.3 Lesbus . . . .. . . . e 122
6.1.4 Reéalisation des transferts viaun bus . . . . . . .. .. ... L. 124
6.1.5 Pupitre de commande . . . . .. ... Lo 124

6.2 Realisation des instructions primitives . . . . . . . . . ... . oo, 125
6.2.1 L’unité arithmétique . . . . . . . . . . ..o 125
6.2.2 Reéalisation des opérations . . . . . . . . ... 126

6.3 Historique . . . . . . . . . e 127
6.3.1 Calculateurs & pupitre de commande . . . . . .. .. ... .. ... .... 127
6.3.2 Transcodage décimal-binaire . . . . . . . .. ... .o 127

6.4 Bibliographie . . . . . . ... 128

6.5 Exercices . . . ... e 128

7 Enregistrement des programmes séquentiels 129

7.1 Codage et décodage des instructions primitives . . . . . .. ... .. .. ... .. 130
7.1.1 Codage des instructions primitives . . . . . . .. .. ... ... ... .. 130
7.1.2 Notion de registre d’instruction . . . . . . . . .. ... oo, 131
7.1.3 Décodage des instructions primitives . . . . . . ... ..o 131

7.2 Programmes simples . . . . . ... Lo 132
7.2.1 Nouveaux composants électroniques . . . . . . . . . .. ... ... .. 132
7.2.2 Exécution du programme . . . . ... ... L0 135
7.2.3 Déroulement d’un programme . . . . . . . ... 136

7.3 Historique . . . . . . . . 137
7.3.1 Aspect matériel . . . ... oL 137
7.3.2 Aspect logiciel . . . . ... 151

7.4 Bibliographie . . . . . ... 156

8 Programmes a rupture de séquence 159

8.1 Codage et décodage des ruptures de s’équence . . . . . . . . ..o oL 160
8.1.1 Codage de la rupture de séquence . . . . ... ... ... ... ... ... 160
8.1.2 Décodage des ruptures de séquence . . . . . . ... ..o 161
8.1.3 Déroulement d’un programme . . . . . . ... ... oL 161

8.2 Historique . . . . . . . L e e 162
8.2.1 Notion de programme enregistré avec rupture de séquence (1945) . . . . . 162
8.2.2 Construction du premier ordinateur (Angleterre, 1948) . . . . . . . . . .. 163
8.2.3 Le déploiement des ordinateurs . . . . . .. . .. .. ... ... ... .. 166

8.3 Bibliographie . . . . . . .. 171

9 Architecture des ordinateurs 173

9.1 Vuedensemble . . . . . . . ... 174

9.1.1 Le miCroproCesseur . . . . . . . v v v v v v v vt e e e e 174

9.1.2 Architecture primaire . . . ... ... oL oo 174



TABLE DES MATIERES

b'e
9.2 Synchronisation et horloge . . . . . . . .. . L oL L 174
9.3 Lesbus . . . . . . 176

9.3.1 Notion . . . . . . . . . 176
9.3.2 Cartemeére . . . . . . . ... 178
9.4 Interfagage de la mémoire . . . . . . . ... L L 178
9.4.1 Hiérarchie des mémoires . . . . . . . . . . ... .o 178
9.4.2 Eléments de mémoire centrale . . . . . . . ... ... ... ... 179
9.5 Démarrage d’un micro-ordinateur . . . . . . .. .. .. Lo 180
9.6 Historique . . . . . . . . . e 181
9.6.1 Synchronisation . . . . . . . .. ... L o 181
9.6.2 Apparition des microprocesseurs . . . . . . ... ..o e e 181
9.6.3 Apparition des micro-ordinateurs . . . . .. ... oL 186
9.7 Bibliographie . . . . . .. . 197

III La programmation des microprocesseurs 199

10 La programmation des microprocesseurs 201
10.1 Microprocesseur, mémoire et périphériques. . . . . . . . . . . ... ... 202

10.1.1 Une modélisation des ordinateurs . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 202
10.1.2 Lesregistres. . . . . . . . . .. e 202
10.1.3 Mémoire de masse . . . . . . . . . ... 202
10.1.4 Premiére classification des instructions d’un microprocesseur . . . . . . . 203
10.2 Un exemple de microprocesseur : Intel 8088 . . . . . . ... ... . ... ... .. 204
10.2.1 Aspect extérieur . . . . . . .. ... 205
10.2.2 Les broches . . . . . . . . . . 205
10.2.3 Les registresinternes . . . . . . . . ... .. o o 206
10.2.4 Les unités du microprocesseur . . . . . . . . . . . .. ... 207
10.3 Fagons de programmer un microproCesseur . . . . . . . . . . . ..o o000 208
10.3.1 Programmation physique du microprocesseur . . . . ... .. .. ... .. 208
10.3.2 Kit spécial . . . . . . ... 208
10.3.3 Programmation sur un systéme informatique . . . . .. ... .. ... .. 208
10.4 Historique . . . . . . . . . e 209
10.5 Bibliographie . . . . . . . . .. 210
10.6 Appendice : MS-DOS surune clée USB . . . . . . ... ... ... . ... ..... 210
10.6.1 Premiére étape : récupérer MS-DOS . . . . .. . . ... 210
10.6.2 Seconde étape : créer une clé USB bootable . . . . . .. .. ... .. ... 210
10.6.3 Troisiéme étape : version frangaise compléte . . . . . . . .. ..o 213

11 Accés a la mémoire vive du 8088 215

11.1 Modéles de mémoire . . . . . . . . . . .. 216
11.1.1 La mémoire plate du i8085 . . . . . . . . . . . .. ... ... .. 216
11.1.2 Segmentation de la mémoire du 8086/8088 . . . . . ... ... ... ... 216

11.2 Ecriture et lecture en mémoire avec debug . . . . . . . . ... ... 218
11.2.1 Lelogiciel debug . . . . . . .. . . . .. e 218
11.2.2 Contenu en hexadécimal . . . . . . . . . .. ... ... 218
11.2.3 Analyse d’une zone de mémoire avec debug . . . . . ... . ... ... .. 218
11.2.4 Changer une zone de mémoire avec debug . . . . . . .. .. ... .. ... 219

12 Codage en langage machine 221



TABLE DES MATIERES xi

12.1 Premiéres instructions du 8088 . . . . . . . .. ..o L 222
12.1.1 Premiéres instructions de transfert du 8088 . . . . . .. ... .. ... .. 222
12.1.2 Instruction deretour . . . . . . . . . .. ... Lo 225

12.2 Programmer en langage machine avec debug . . . . . . . .. .. ... 227
12.2.1 Le programme . . . . . . . . ... 227
12.2.2 Un aparté : examen du contenu des registres . . . . .. . ... ... ... 228
12.2.3 Codage en langage machine avec debug . . . . . . . ... ... ... ... 230
12.2.4 Visualisation d’un programme. . . . . . . . . . ... 232

12.3 Assembler avec debug . . . . . .. ... 233

12.4 Historique . . . . . . . . o e e e e e e 233
12.4.1 Les langages symboliques . . . . . .. . ..o L oL 233
1242 CP/Met MS-DOS . . . . . . . 234
1243 DeDUE .+« o o o o 235

12.5 Bibliographie . . . . . . . . . . 235

IV Le langage machine du microprocesseur 8088 237
13 Les instructions de transferts 239

13.1 Principe du stockage des mots chez Intel . . . . . . . . . .. ... .. ... 239

13.2 Autres instructions de transfert . . . . . ... oL Lo 240
13.2.1 Classification des instructions de transfert . . . . . . .. .. ... ... .. 240
13.2.2 Stockage du contenu de 'accumulateur dans un élément de mémoire vive 240
13.2.3 Chargement d’'un élément de mémoire vive dans 'accumulateur . . . . . . 241
13.2.4 Transfert entre registres ou registre et case mémoire . . . . . .. ... .. 242
13.2.5 Choix dusegment . . . . . . . . ... L L 243

13.3 Historique . . . . . . . . . e e 244

13.4 Bibliographie . . . . . . . . .. 244

14 Accés aux périphériques 245

14.1 Principe de accés aux périphériques . . . . . . . . . . . ... L. 246

14.2 Cas du 8088 . . . . . . L e e 247
14.2.1 Aspect matériel . . . . . .. oL L 247
14.2.2 Entrée dans 'accumulateur . . . . . . . . .. ... L. 247
14.2.3 Sortie du contenu de Paccumulateur . . . . . .. ... Lo 247

14.3 Un exemple : voyants lumineux du clavier MF IT . . . . . . ... ... ... ... 248

14.4 Historique . . . . . . . . o o e e e e e 249

15 Calculs sur les entiers naturels 251

15.1 Incrémentation et décrémentation . . . . . . . . ... .. oL oo oL 251
15.1.1 Les opérations arithmétiques . . . . . . . .. .. ... ... ... ... . 251
15.1.2 Représentation des entiers naturels . . . . . . . . .. ... ... ... ... 252
15.1.3 Incrémentation . . . . . . . . . . ..o e 252
15.1.4 Décrémentation . . . . . . . . . . .. Lo e 254

15.2 Addition . . . . . . . L 256
15.2.1 Addition sur un octet ou sur un mot . . . . . ... ... 256
15.2.2 Addition sur plusieurs mots . . . . . ... ... 259

15.3 Soustraction . . . . . . . . ... L 262
15.3.1 Soustraction sur un octet ou un mot . . . . ... L. L. 262

15.3.2 Cas d’une différence négative . . . . . . . ... oL 264



xii TABLE DES MATIERES
15.3.3 Soustraction sur plusieurs mots . . . . . . . . . . ... ... 265

15.4 Multiplication . . . . . . . . .. L 267
15.5 Division euclidienne . . . . . . . . ... L e 269
15.6 Historique . . . . . . . . o . L o e e 272
15.6.1 Les tous premiers programmes (en langage machine) . . . . . .. ... .. 272

15.6.2 Miseen place . . . . . . . . . . .. 285

15.7 Bibliographie . . . . . . . ... L e 285
16 Structures de controle 287
16.1 Saut inconditionnel . . . . . ... Lo 288
16.1.1 Saut inconditionnel intrasegmentaire, direct et relatif . . . . . . . . .. .. 288

16.1.2 Autres sauts inconditionnels . . . . . . ... oL oL 290

16.2 Sauts conditionnels . . . . . . . ..o 290
16.2.1 Lesdifférents cas . . . . . . .. oo 290

16.2.2 Exemple : exponentiation . . . . . . . ... ... ... ... 292

16.2.3 La comparaison . . . . . . . . . . ... 294

16.3 Historique . . . . . . . . o o e e 295
16.4 Bibliographie . . . . . . . . ... e 295
17 Les entiers relatifs 297
17.1 Entiers relatifs . . . . . . .. L 298
17.1.1 Représentation des entiers relatifs . . . . .. . ... . ... ... ..... 298

17.1.2 Cas du microprocesseur 8086/8088 . . . . . . . ... ... ... .. 300

17.2 Le décimal codé binaire . . . . . . .. . ... L o 305
17.2.1 Notion . . . . . . . 0 o e e 305

17.2.2 Additionen DCB . . . . . . .. .o 306

17.2.3 Soustractionen DCB . . . . . . . . ... ..o o 307

17.2.4 Cas de la multiplication et de la division . . . . . . . .. .. ... ... .. 307

17.3 Historique . . . . . . . . o o o e 307
17.3.1 Blaise PASCAL et le complément a neuf . . .. .. ... .. ... ... .. 307

18 Programmation modulaire 309
18.1 Notions générales . . . . . . . . . . . . e 310
18.2 Cas du microprocesseur 8086/8088 . . . . . . . ... ... oL 311
18.2.1 Appel du sous-programme . . . . . . . ... 311

18.2.2 Retour d’un sous-programme . . . . . . . . ... .u . 311

1823 Unexemple . . . . . . . . . . e 312

18.3 Historique . . . . . . . . o L e e 313
19 La pile 315
191 Lapile . . o oot oo 315
19.1.1 Etude généraledelapile. . . . . . . .. ... .. 315

19.1.2 Cas du microprocesseur 8086/8088 . . . . . . . ... .. ... L. 316

19.1.3 Unexemple . . . . . . . . . . L 319

19.2 Le passage des paramétres & un sous-programine . . . . . . . . . . . . . . . . .. 320
19.2.1 Utilisation des registres de données . . . . . . . . . . .. ... .. ... .. 320

19.2.2 Utilisation de la mémoire . . . . . . . . ... ... ... ... 321

19.2.3 Utilisation de lapile . . . . . . . . ... ... o 321

20 Manipulation des bits 325



TABLE DES MATIERES

20.1 Instructions logiques . . . . . ..
20.1.1 Mise en place . . . . . ..
20.1.2 Application au masquage

20.2 Les décalages logiques . . . . . .

20.3 Les rotations . . ... ... ...

20.3.1 Les rotations sur un octet ouun mot . . . . . . . . . . .. ... ...
20.3.2 Les rotations sur un octet ou un mot et I'indicateur CF . . . . . . . . ..

20.4 Changer l'indicateur de retenue .
20.5 Historique . . . . ... ... ...

21 Les interruptions
21.1 Types d’interruptions . . . . . .
21.1.1 Trois types d’interruption
21.1.2 Les interruptions internes
21.2 Les interruptions logicielles . . .
21.2.1 Mise en place . . . . ...

21.2.2 Un exemple d’appel d’interruption logicielle . . . . . . . . . ... ... ..
21.2.3 Un exemple de routine d’interruption logicielle . . . . . . . ... .. ...
21.3 Masquage des interruptions externes masquables . . . . . . ... ... ... ...

22 Les chaines de caractéres

22.1 Définition des chaines de caractéres . . . . . . . . . . . ... ... ...
22.1.1 Représentation des caractéres . . . . . . . . . .. .. ...
22.1.2 Représentation des chaines de caractéres . . . . . . . ... ... ... ...

22.1.3 Jeu de caractéres utilisé .

22.2 Adressage indirect par registre et tableaux . . . . . . ... oo oL

22.2.1 Notion . . . . . ... ...
22.2.2 Un exemple . . . . . ...

22.3 Primitives de manipulation desmots . . . . . . ... ... oo oL

22.3.1 Copie . . ... ... ...
22.3.2 Remplissage . . . . . . ..
22.3.3 Chargement . . . . . ...
22.3.4 Comparaison . . .. ...
22.3.5 Recherche . . . . .. ...
22.3.6 Choix de la direction . . .
22.4 Historique . . . . . . . ... ...

23 Derniéres instructions
23.1 Adressage indexé . . . ... ...
23.2 Instructions d’échange . . . . . .
23.3 Pas d’opération . . . . . .. ...
23.4 Arrét du programme . . . . . . .
23.5 Tables de traduction . . . . . ..
236 A .o
23.7 Historique . . . . ... ... ...

24 Assemblage et désassemblage
24.1 Assemblage . . .. .. ... ...
24.1.1 Champs d’une instruction
24.1.2 Instructions sans opérande

xiii

326
326
328
329
331
331
333
335
335

337
337
337
338
338
338
340
341
343

345
346
346
346
347
347
347
348
350
350
355
358
363
366
369
369

371
372
373
373
374
374
375
375



TABLE DES MATIERES

xiv
24.1.3 Instructions avec un seul opérande . . . . . . . .. ... ... 379
24.1.4 Instructions avec deux opérandes . . . . . . . . ... .. ... 384
24.2 Désassemblage . . . . ... 388
24.2.1 Instructions sans préfixe . . . . . . .. oL 388
V Evolution 391
25 Evolution des microprocesseurs 393
25.1 Le tout premier microprocesseur : le 4004 . . . . . . . ... ... 394
25.2 Le 8008 . . . . e e 395
25.3 Le 8080 . . . . .. 396
254 Le 8085 . . . . o 397
VI Programmation en langage d’asemblage 399
26 Initiation aux langages d’assemblage 401
26.1 Notion et mise en place de 'assembleur . . . . . ... ... ... .. ....... 402
26.1.1 Notion générale . . . . . . . . . .. ... e 402
26.1.2 Les assembleurs pour PC et MS-DOS . . . . . ... ... ... . ..... 402
26.1.3 Installation de MASM . . . . . . . . . . ... 403
26.1.4 Un premier exemple de programme en langage d’assemblage . . . . . . . . 403
26.2 Structure d’un programme source en langage d’assemblage . . . . . ... ... .. 405
26.2.1 Instructions et directives d’assemblage . . . . . . . . ... ... .. 405
26.2.2 Segments d’un programme . . . . . . . ..o e e 406
26.2.3 Présentation d’un programme d’assemblage . . . . ... ..o 408
26.2.4 Programme et DOS . . . . . ... ... oo 409
26.2.5 Exemples de programmes . . . . . . . . .. ... 410
26.2.6 Structure d’un programme . . . . .. ... oL e 410
26.2.7 Définition simplifiée des segments . . . . . . .. ... ... 411
26.2.8 Définition des segments . . . . . . ... 412
26.3 Les fichiers utilitaires de ’assembleur . . . . . . .. . ... oL 0oL o L 414
26.3.1 Listing . . . . . . . .. 414
26.4 Forme d’un programme en langage d’assemblage . . . ... ... ... ... ... 417
26.4.1 Identificateurs . . . . . . . ... 417
26.4.2 Syntaxe d’une instruction de langage d’assemblage . . . . . ... ... .. 419
26.4.3 Les nombres entiers en langage d’assemblage . . . . . . .. ... ... .. 420
26.4.4 Initialisation d’un registre avec un caractére . . . . . . . .. ... ... .. 420
26.4.5 Accés a la mémoire vive grace aux variables . . . . . ... ... 420
26.4.6 Les constantes en langage d’assemblage . . . . . . . .. .. ... ... .. 423
26.4.7 Les structures de controle . . . . . . ... 423
26.5 Les sous-programmes en langage d’assemblage . . . . . . . . .. ... 428
26.5.1 Sous-programme intra-segmentaire . . . . . .. ... ... 428
26.5.2 Sous-programme inter-segmentaire . . . . . ... ... oL L. 430
26.5.3 Utilisation de la pile pour conserver les registres . . . . .. ... .. ... 431
26.6 Les chaines de caractéres. . . . . . . . . . . . ... Lo 432
26.6.1 Déclaration des chaines de caractéres . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 432
26.6.2 Affichage d’une chaine de caractére . . . . . . . ... ... ... ... .. 432

26.6.3 Entrée-sortie des chaines de caractéres . . . . . . . . . . .. .. ... ... 433



TABLE DES MATIERES XV

26.7 Entrées-sorties des entiers . . . . . . . . ... oL Lo oo 437
26.7.1 Affichage d'unentier . . . . ... . ... ... 437
26.7.2 Saisied’unentier . . . . .. ... L 439

26.8 La programmation modulaire . . . . . . ... .. 0oL o000 441
26.8.1 Le probléme de linterface . . . . . . . . . . . ... L. 441
26.8.2 Unexemple . . . . . . . . . L 442
26.8.3 Les bibliotheques . . . . . . .. . . ... o 446

26.9 Langage d’assemblage et langage évolué . . . . . ... ... ... ... ... ... 448
26.9.1 Lier un programme C et un programme en langage d’assemblage . . . . . 448

26.10Bibliographie . . . . . . ... 450

Index 455



xvi TABLE DES MATIERES



Table des figures

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

2.9
2.10

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15
3.16

4.1
4.2

Données, opération et résultat . . . . . . . . . . ... .. 4
Machine a registres . . . . . . . . ... L 5
Machine & registres avec registres de travail . . . . . .. .. ..o 8
Machine avec unité arithmétique . . . . ... . ... ... .. .. .. ..., 12
Vase de Darius (|[Wil-85], p. 56) . . . . . . . . . ... . 15
Abaque de Salamis ([Wil-85], p. 57) . . . . . . .. L Lo 16
Principe de la transmission d’'un bit . . . . . . ... 0oL 32
Principe de la transmission de 'information . . . . . ... . ... ... ... ... 33
Numération binaire . . . . . . . . . ..o 35
Tableau de Frederic REMINGTON . . . . . ... ... ... .. ... ....... 39
Télégraphe Chappe [Fig-68] . . . . . . . . . .« .. 40
Code utilisé pour le télégraphe Chappe . . . . . . . . ... ... 41
Code Morse . . . . . . . . e 42
Clavier télégraphique a 5 touches d’Emile Baudot, Journal télégraphique, vol.

8, 1° 12, décembre 1884 . . . . .. 43
Disposion des mains sur le clavier Baudot . . . .. . ... ... .. ........ 44
Code Baudot . . . . . . . . 46
Représentation d’un circuit électronique . . . . . . . .. ..o o1
Principe d’'un relais . . . . . . . . ... 53
Représentation schématique d’'un relais . . . . . . .. ... . ... oL 593
Principe de réalisation d’un inverseur . . . . . . . .. .. ..o 54
Principe de réalisation d’une porte OU . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 54
Principe de réalisation d’une porte ET . . . . . ... ... ... ... 95
Notation des portes logiques . . . . . . . . . . . .. 95
Reéalisation d’un demi-additionneur . . . . . . . . .. ..o 56
Notation d’un demi-additionneur . . . . . . . . ... . ... Lo 57
Reéalisation d’un étage d’additionneur . . . . . . .. ... oL 57
Notation d’un étage d’additionneur . . . . . . . ... ... .. ... L. o8
Notation d’un additionneur . . . . . . . ... . ... Lo 58
Additionneur binaire paralléle . . . . . . . ... oo L 59
Additionneur binaire paralléle 16 bits . . . . . . . . . . .. ... 60
Schéma du demi-additionneur de Stibitz ([Lig-87], p.227) . ... ... ... ... 61
Réplique du demi-additionneur de STIBITZ (J[Aug-84], p. 101) . . . . .. ... .. 62
Principe d’'un relais . . . . . . . . . oL 66
Représentation schématique d’'un relais . . . . . . .. ... . ... oL 66

xvii



xviii

4.3

44

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26
4.27
4.28

4.29
4.30
4.31
4.32
4.33
4.34

5.1
5.2
3.3
5.4
9.5
5.6
3.7
3.8
3.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15

TABLE DES FIGURES

Inverseur arelais . . . . . . . .. L 67
Porte OU arelais . . . . . . . . . . . 67
Porte ET arelais . . . . . . . . . . . 68
L’émission thermoélectronique . . . . . . . . . . . ... 68
Principe de ladiode . . . . . . . . .. 69
Tres faible passage de courant . . . . . . . .. ... oL oL 69
Passage de courant . . . . . . .. .. 70
Une diode ([Bow-53], p.- 40) . . . . . . . .. 70
Principe de la triode . . . . . . . . ... 71
Symbole de la triode . . . . . .. Lo 71
Train d’impulsions négatives ([Bow-53], p. 42) . . . . . ... ... ... ... ... 72
Réalisation d’une porte ET avec deux diodes ([Bow-53], p. 43) . . ... ... .. 72
Réalisation d’une porte OU avec deux diodes ([Bow-53|, p. 44) . . ... ... .. 73
Réalisation d’un inverseur avec une deux triodes ([Bow-53], p. 46) . . . ... .. 73
Courbes caractéristiques d’un transistor . . . . . ... . ... L0 74
Utilisation d’un transistor comme inverseur . . . . .. .. ... .. ... ..... 75
Utilisation de deux transistors comme porte NAND . . . . .. .. ... ... ... 76
Utilisation de deux transistors comme porte NOR . . ... ... ... ... ... 76
Présentation des transistors a 'utilisateur . . . . . .. ... ... ... ... 77
Symbole et caractéristiques d’une diode semi-conductrice . . . .. ... ... .. 77
Reéalisation des portes ET et OU avec des diodes semi-conductrices . . . . . . . . 78
Aspect d’une puce électronique . . ... Lo o 79
Boitier de circuit intégré avec des broches DIL . . . . ... ... ... ... ... 79
Schéma fonctionnel du circuit intégré SN7400 ([TI-73], p. 62) . . . ... ... .. 80
Durée de propagation a travers une porte . . . . . .. .. ... ... o 81

Le premier électro-aimant, inventé par STURGEON in 1824. Dessin de 'article de
1824 dans British Royal Society of Arts, Manufactures, and Commerce. Il y a 18

tours de fil de cuivre (nonisolé). . . . .. ... L oo Lo 84
Le premier relais électrique ([Lig-87], p. 184) . . . . . ... ... ... ... ... 85
Relais électromagnétique . . . . . . . . ... L L 85
Fig. 1de[Ata-40] . . . . . . .. . 89
Table dans [Ata-40] . . . . . . . . ... 90
Le premier prototype de circuit intégré ([Aug-84], p. 237) . . ... ... ... .. 91
Schéma général de PENTAC ([Lig-87], p- 321) . . . . . . . . ... ... ... .. 98
Principe du bistable R.S. . . .. . ... ... o oo o 104
Notation du bistable R.S. . . . . . ... ... ... .. o oo 104
Principe d’un registre & bistables . . . . . ... ... .. oo o0, 105
Mise a zéro d’un registre . . . . . . .. ... L o 105
Schéma d’un élément de mémoire ROM . . . . . ... ... ... ... ...... 106
Entrée d’'un nombre bit par bit ([Aug-84], p. 126) . . . . . . . ... ... ... .. 108
Réplique de la machine Z3 de ZUuse ([Wil-85], p. 217) . . . . ... .. ... ... 109
Le micro-ordinateur Altair ([Aug-84], p. 274) . .. . . ... ... ... ... 109
Une unité de lignes a retard du BINAC ([Aug-84], p. 158) . . . .. ... ... .. 110
Le calculateur IAS a la Smithsonian Institution & Washington ([Aug-84], p. 155) 111
Mémoire a tores de ferrite (J[Aug-84], p- 194) . . . . . . ... ... L. 112
Le premier basculeur ([Lig-87], p. 268) . . . . . .. . . ... .. L 113
Le premier bistable sur circuit intégré ([Aug-83], p. 11) . . . . ... ... ... .. 114
La premiére RAM : le 4100 de Fairchild ([Aug-83], p.25) . . ... ... .. ... 115

La premiére RAM dynamique, de 1024 bits : le 1103 de Intel ([Aug-83], p. 27) . . 116



TABLE DES FIGURES xix

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8

7.1
7.2
7.3
74
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9
7.10
7.11
7.12
7.13
7.14
7.15

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7
9.8
9.9
9.10
9.11
9.12
9.13
9.14
9.15
9.16
9.17
9.18
9.19
9.20
9.21
9.22
9.23

10.1

Transfert entre registres par deux impulsions . . . . . ... ... ... ... ... 120
Premier systéme de transfert entre registres a entrée forcée . . . .. ... .. .. 120
Deuxiéme systéme de transfert entre registres a entrée forcée . . . . . . ... .. 121
Liaisons registres d’entrée — bus des données . . . . . . .. . ... ... 122
Liaisons registres de sortie — bus des données . . . . . ... ... ... ... ... 123
Liaisons bus-registres de travail . . . . . . ... ... ... .o L. 123
L’unité arithmétique . . . . . . . . . . . 125
Transcodage décimal-binaire (|[Lig-87], p. 228) . . . . . . . . ... ... ... ... 127
Codage et décodage . . . . . . . . . . 131
Bistable JK. . . . . . 132
Notation d’un bistable J.K. . . . . ... ... 0000000 133
Elément de mémoire JK. . . . . . ... ... 133
Notation d’un élément de mémoire JK. . . . . . ... ... ... 0. 134
Bascule J.K. . . . . . 134
Train d’impulsions . . . . . . . . . L. 134
Registre d’incrémentation . . . . . . . . ... .. oL oo 135
Compteur de programme . . . . . . . . ... Lo 135
Programmation par cablage ([Bur-80], p. 328) . . . . . ... ... ... ... .. 137
Programmation par cablage ([Bur-80], p. 317) . . . . . ... ... ... ... ... 138
(IWR-50, p- 419) . . o oo 148
(IWR-50], D. 421) © o oot e e e 149
Le code de PEDSAC (1949) . . . . . . . .. 154
Format d’instruction de 'EDSAC ([Cam-01], p. 14) . . . . . .. ... .. ... .. 155
Architecture primaire d’un ordinateur . . . . . ... ..ol 174
Circuit non asynchrone . . . . . . . .. . . ... L 175
Délai de propagation . . . . . . . ... L L o 175
Circuit synchrone . . . . . . . . . ... 175
Délai synchrone . . . . . . . .. L L 176
Architecture & troisbus . . . . . .. ... 177
Aspect extérieur du microprocesseur 4004 ([Mal-95], p. 11) . . . .. .. ... .. 181
La premiére calculatrice avec microprocessur ([Mal-95], p.4) . . ... ... ... 182
Vue interne du microprocesseur 4004 ([Aug-84], p. 266) . . .. .. ... ... .. 183
Publicité pour le microprocesseur 4004 ([Aug-84], p. 264) . . . . ... ... ... 184
Vue interne du microprocesseur 8008 ([Aug-84], p. 266) . . ... ... ... ... 185
Vue interne du microprocesseur 8080 ([Aug-84], p. 266) . . . .. ... ... ... 185
PDP-1 ([Aug-84], p. 256) . . . o oo 186
PDP-8 (JAUg-84], P. 256) . . o o e 187
Le premier Micral photographié a coté de sa carte mére ([Lil-03], p. 93) . . . . . 188
La couverture de Radio-Electronics de juillet 1974 ([Aug-84], p. 269) . . . . . .. 189
La couverture de Popular Electronics de janvier 1975 (J[Aug-84], p. 273) . . . .. 190
IMSAI 8080 ([Lil-03], p. 114) . . . . . o oo 191
Apple I (JAug-84], p. 278) . . . . . . . 192
Apple IT ([Lil-03], p. 116) . . . . . . o o 193
KIM-I (Bolo’s Computer Museum, http://www.bolo.ch) . . . . ... ... ... 194
Le Pet de Commodore ([Lil-03], p. 124) . . . . ... . ... ... ... ... .. 195
IBM PC (1981) . . . . oo 196

Boitier du 8088 . . . . . . e e e e e e e 203



XX

10.2
10.3
10.4
10.5
10.6

11.1

12.1
12.2

13.1

15.1
15.2
15.3
15.4
15.5
15.6
15.7
15.8
15.9

TABLE DES FIGURES

Coeur du 8088 . . . . . . . e 204
Broches du 8088 . . . . . . .. L 205
Structure fonctionnelle du 8088 . . . . . . . . ... o 207
Fenétre de HP USB Disk Storage Format Tool . .. ... ... ......... 211
Fenétre d’avertissement de HP USB Disk Storage Format Tool . . . ... ... 212
Segmentation de la mémoire . . . . .. ..o oo 217
Désignation des registres généraux du 8088 . . . . .. ... ... ... 223
Désignation des registres de segment du 8088 . . . . . .. .. ... ... ... 224
Modes d’adressage du 8088 lorsquemod = 00 . . . . . ... .. ... .. ..... 242
Le premier programme (18 juillet 1948) . . . . .. . . ... ... L. 272
Premiére routine (Worsley 1950) . . . . . . . . . . . ... ... ... 273
Deuxiéme routine (Worsley 1950) . . . . . . . . . . . . .. ... 274
Troisieme routine (Worsley 1950) . . . . . . . . ... ... L L 275
Premier organigramme (Worsley 1950) . . . . . ... . ... ... oL 276
Second organigramme (Worsley 1950) . . . . . . .. .. .. ... ... 277
Troisiéme organigramme (Worsley 1950) . . . . . . . . ... ... ... 278
Table des carrés (Worsley 1950) . . . . . . . . . ... o 279

Table des nombres premiers (Worsley 1950) . . . . . . ... ... ... ... ... 280



Premiére partie

Modéle théorique






Chapitre 1

Modélisation théorique des
ordinateurs

La programmation des ordinateurs exige une connaissance d’un modéle de ceux-ci. Un modéle
théorique peut et doit étre suffisant. Les modéles théoriques sont d’ailleurs apparus historiquement
avant la réalisation.



4 CHAPITRE 1. MODELISATION THEORIQUE DES ORDINATEURS

1.1 Données, opération et résultat

On définit en mathématiques la notion générale de fonction, résumée par la notation bour-
bakiste :
f:ECA—B

ou A et B sont des ensembles. L’ensemble de définition F est I’ensemble des éléments = de A
pour lesquels f(x) est défini.

Un ordinateur est une « boite noire » qui permet d’obtenir la valeur f(z) lorsque f et 2 sont
donnés : on entre une suite de nombres !, appelée les données, on lui indique une opération ou
fonction a effectuer (dans un sens trés large, bien au-dela des quatre opérations arithmétiques
que sont l'addition, la multiplication, la soustraction et la division) et il en sort une autre suite
de nombres 2, appelée le résultat, conformément au schéma de la figure 1.1 :

opération

données

FIGURE 1.1 — Données, opération et résultat

Pour les opérations courantes (addition, soustraction, multiplication, division...) les données
sont au nombre de deux : on parle de fonction binaire. Elles sont quelquefois au nombre
de un (carré, cube, racine carrée...) : on parle de fonction unaire. Elles peuvent méme étre
d’un nombre plus grand (opérations sur les matrices par exemple). Il en est de méme pour les
résultats qui se présentent souvent sous la forme d’un nombre unique (cas de laddition, de la
multiplication, de l'extraction de racine carrée...) mais peut comporter plusieurs nombres (cas
des opérations sur les matrices mais aussi plus simplement division euclidienne ot ’on donne le
quotient et le reste).

1. ou de caracteres ou de ce qu’on veut.
2. ou ce qu’on veut.
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1.2 Notion de registre

Appelons registre tout mécanisme capable de stocker une donnée et de la
restituer au moment voulu.

opération
en sp

e3 / T —— | s3
e2 s2

el sl

FIGURE 1.2 — Machine a registres

Un ordinateur peut alors étre décrit d’une fagon un peu plus fine de la fagon suivante :

— on a une pile de registres d’entrée, numérotés ey, es,€3,...,€,,..., potentiellement in-
finie, chaque registre pouvant contenir un entier naturel ;

— on a une pile de registres de sortie, numérotés si, sz, Ss, ..., Sn,..., potentiellement
infinie également, chaque registre pouvant contenir également un entier naturel.

Si on veut faire effectuer 'opération op dont on sait qu’elle a besoin de n entrées et de p sorties,
on place les n entrées dans les registres e; a e, (dans cet ordre si 'ordre est important) et on
indique a la machine qu’elle doit effectuer 'opération op : celle-ci va chercher les n entrées dans
les n premiers registres d’entrée, les triture par un procédé que l'on n’a pas & connaitre pour
I'instant et place les résultats dans les p premiers registres de sortie. On peut alors aller récupérer
les résultats dans les registres de sortie quand on veut.

Le traitement de 'opération n’a évidemment aucune raison d’étre immédiat. Il faut donc pré-
voir un signal de fin pour indiquer que la machine a terminé d’effectuer 'opération afin qu’on
n’aille pas chercher des résultats erronés.

Remarque.- L’ordinateur est décrit d’une fagon un peu plus fine mais beaucoup s’exclameront
« mais pas de facon réaliste ». En effet on ne voit pas comment concevoir une pile infinie de
registres. En fait nous avons parlé d’une pile potentiellement infinie : on peut partir d’une pile
finie plus ou moins grande; si elle n’est pas suffisante on ajoute des registres. Cependant la
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théorie de la relativité générale a pour conséquence qu’il n’existe qu’un nombre fini de particules
élémentaires dans 'univers; il est donc impossible d’étendre une telle pile au-dela d’une certaine
taille.

Il n’en demeure pas moins qu’il est plus simple de raisonner sur une pile (potentiellement)
infinie. Nous étudierons plus tard l'incidence de cette hypothése.

De méme on ne voit pas comment concevoir un registre capable de recevoir un entier naturel
aussi grand que l'on veut. Le méme commentaire s’applique & cette deuxiéme restriction.
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1.3 Instructions

1.3.1 Notion d’instruction

‘ Probléme.- Comment indiquer 'opération a effectuer ?

Voila la question que I’on se pose naturellement & ce point de ’exposé. Pour les opérations élé-
mentaires (addition, multiplication, extraction des racines carrées, logarithme, sinus...) on peut
penser & munir la machine d’une série de touches sur lesquelles sont indiqués les noms des opé-
rations. Il suffit d’appuyer sur la touche désirée pour déclencher 'opération (c’est ce qui se fait
pour les calculettes). Ce systéme n’est pas envisageable dans le cas d’un ordinateur car le nombre
des fonctions calculables est trés grand, voire méme infini.

Un espoir : génération finie du nombre infini d’opérations.- On a de la chance. Bien que le nom-
bre d’opérations soit infini, toute opération calculable s’obtient & partir d’un nombre fini d’opéra-
tions primitives (ou élémentaires) grace & un nombre fini de constructeurs d’opérations composées.

Instruction.- On préfére parler d’instruction en informatique plutdt que d’opération, bien que
ce soit la méme chose, car on donne des instructions & la machine comme on le ferait & une
personne pour effectuer un certain travail.
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1.3.2 Registres de travail

On a quelquefois besoin d’entreposer des résultats intermédiaires : lorsqu’on effectue une
soustraction, par exemple, on a besoin de place pour marquer les retenues sur une feuille de
papier. On considérera donc qu’on dispose, outre des deux piles de registres de donnée et de
registres de résultat, d’une pile de registres de travail, notés r1,7r2,73,...,7y, ..., chacun étant
capable de contenir un entier naturel, comme le montre la figure 1.3.

opération
en sp

e3 / \ s3
e2 s2

el sl

rl | r2 ] r3 rk

FIGURE 1.3 — Machine & registres avec registres de travail
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1.3.3 Instructions primitives

Classification des instructions primitives.- On peut voir immédiatement un certain nombre d’ins-
tructions primitives utiles, que ’on peut répartir en trois types :

— Les instructions de transfert permettent de copier le contenu d’un registre dans un
autre :

— du registre d’entrée n vers le registre de travail k, notée ry := e, ;

— du registre de travail n vers le registre de travail k, notée ri := 7, ;

— du registre de travail k vers le registre de sortie n, notée s,, := r.

— Il n’y a pas en général de transfert du registre d’entrée n vers le registre de sortie k.

— Remarquons que le transfert d’un registre de travail vers un registre d’entrée ou d’un
registre de sortie vers un registre de travail n’a pas vraiment de sens.

— Les instructions arithmétiques permettent des calculs élémentaires :
— La remise a zéro du registre de travail k, notée ry := 0.

— L’incrémentation du registre de travail k, c¢’est-a-dire le fait de lui ajouter 1, notée
re = 1rE + 1.

— La décrémentation du registre de travail k, c’est-a-dire le fait de lui retrancher - 1 s’il
est non nul (il reste & zéro s'il est nul si on veut que le résultat soit un entier naturel),
notée rp := 1 — 1.

— La seule instruction de contréle primitive est :

— linstruction d’arrét de la machine, notée STOP, qui fait, par exemple, clignoter une
lampe pour indiquer que ’on peut aller chercher les résultats dans les registres de
sortie.

Exercice.- Voyez-vous d’autres instructions primitives possibles?
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1.3.4 Structures de controéle

On appelle programme le concept précis d’instruction complexe construite a partir des ins-
tructions primitives & 1’aide des constructeurs d’instructions.

On appelle constructeur d’instructions ou structure de contréle ce qui permet d’obtenir
d’autres instructions & partir des instructions primitives. Voyons quelques structures de controle
naturelles.

1.3.4.1 Séquencement

Notion.- La premiére structure de controle qui nous vient a l’esprit est certainement le séquen-
cement : il s’agit d’exécuter une suite d’instructions 1'une aprés ’autre.

Exemple.- L’instruction composée suivante permet de placer 3 dans le premier registre de sortie :

ry:=0
ryi=r+1
ry=r+1
ry=r+1
S1 =T

STO
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1.3.4.2 Rupture de séquence

Etiquetage des instructions.- On va, pour aller plus loin, ce que dont n’avions pas besoin jusqu’ici,
repérer les instructions par des étiquettes, de la forme ¢, suivi de deux points, ot n est un entier
naturel.

Le programme précédent peut étre réécrit de la fagcon suivante en utilisant des étiquettes :

qo:7m1:=0

q:r1i=r1+1

qQ:r1:i=r1+1

q3:7r1:=1r1+1

qq:S1:=T1

qs : STOP
Ceci est optionnel : on peut mettre des étiquettes, ne pas en mettre, en mettre certaines et pas
d’autres.

Branchement.- L’instruction de branchement :

SI 7, = 0 ALLER_A ¢
permet une rupture de séquence : si le contenu du registre de travail r; est nul alors on va,
non pas a l'instruction suivante dans ’ordre dans lequel les instructions sont écrites, mais a celle
d’étiquette qi.

Bien que les étiquettes soient facultatives, il faut nécessairement, dans le cas d’une rupture
de séquence, que I'instruction a laquelle on veut renvoyer soit étiquetée.

Exemple.- (Addition)

Le programme suivant permet d’additionner les contenus des deux premiers registres d’entrée
et d’en placer le résultat dans le premier registre de sortie :

T = €1
To = €2
r3 = 0

qr : SI ro = 0 ALLER_A ¢
ro =19 — 1

ryi=r;+1
SI r3 = 0 ALLER_A ¢
qa ¢ S1 = I

STOP
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1.3.5 Unité arithmétique

Pour ne pas tenir compte du choix spécifique des instructions primitives, présentons un nou-

veau modeéle.

Oun appelle unité arithmétique (arithmetic unit en anglais) 'organe de la machine capable
d’effectuer les instructions arithmétiques primitives que 1’on a choisies, pas nécessairement celles
ci-dessus.

On considére en général, pour simplifier, que 'unité arithmétique ne travaille qu’avec les
registres de travail. Nous obtenons alors le schéma de la figure 1.4 :

entrée travail sortie

unité

arithmétique

FIGURE 1.4 — Machine avec unité arithmétique

1.3.6 Programme

Programme.- On appelle programme toute suite d’instructions, que ce soient des instructions
primitives ou des structures de controle.

L’idée est qu’un programme permet d’effectuer une opération. On a donc une facon finie de
générer un grand nombre d’opérations.

Exercice.- Montrer que I’ensemble des programmes et celui des opérations calculables sont infinis.

F Pour tout entier naturel a 'application constante f, définie par f,(n) = a peut étre calculée
par un programme analogue au premier programme, calculant 3, que nous avons considéré ci-
dessus.
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1.3.7 Programme enregistré

Une idée fondamentale de VON NEUMANN a été de placer les instructions, et donc le pro-
gramme, dans des registres.

Registres d’instruction.- Nous avons précédemment numéroté les instructions afin de pouvoir
effectuer des ruptures de séquence. Introduisons maintenant de nouveaux registres, appelés re-
gistres d’instruction, notés i1, is, i3, ..., in, ... Mettons des étiquettes a toutes les instructions.
Plagons 'instruction d’étiquette g1 (sans son étiquette) dans le registre i1, celle d’étiquette go
dans i, et ainsi de suite.

Pointeur d’instruction.- Introduisons un nouveau registre, appelé pointeur d’instruction qui
contient une adresse d’instruction, c’est-a-dire un entier naturel non nul.

Le programmeur n’a accés au registre d’instruction que de facon indirecte. Au début de
lexécution du programme, le registre d’instruction a la valeur 1. Aprés 'exécution de chaque
instruction, la valeur du registre d’instruction est incrémentée sauf s’il s’agit d’une rupture de
séquence : dans ce dernier cas, le registre d’instruction prend la valeur indiquée.

Mise en ceuvre d’un programme.- On voit alors comment faire exécuter un programme : on place
les instructions et les données dans les registres adéquats et on fait démarrer le programme.
L’instruction 47 est alors effectuée; on passe ensuite & l'instruction suivante, celle de numéro
suivant en général sauf si 'instruction est une instruction de rupture de séquence ; le programme
s’arréte lorsqu’on rencontre I'instruction STOP.

Remarque.- Que se passe-t-il si on ne tombe jamais sur 'instruction STOP? Le programme ne
s’arréte pas : on dit qu’il boucle. Vous étes certainement déja tombés (involontairement) sur un
tel cas si vous avez programmé. Voici par exemple un programme qui boucle :

qr :ry =0

q2 : SI r; = 0 ALLER_A ¢

q3 : STOP
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1.4 Fonctions calculables

Introduction.- Nous venons de voir le principe de réalisation des ordinateurs. Une telle machine
peut-elle calculer tout ce qui est calculable ? N’avons-nous pas oublier une instruction primitive
ou une structure de controle? Pire, sommes-nous strs qu’il existe un jeu en nombre fini bien
choisi d’entre elles ?

Il a existé au cours de I’histoire de nombreuses machines d’aide aux calculs : abaques et
bouliers, machine arithmétique de Pascal, ... L’idée intuitive de ce qu’est une opération (nous
dirons fonction dorénavant) calculable est une opération dont le résultat peut étre obtenu grace a
une machine (d’aide aux calculs), qu’importe la nature de celle-ci. Rien ne dit d’ailleurs a priori
qu’il existe des fonctions non calculables (nous verrons cependant plus tard qu’il en existe).

Un programme utilise n entrées et p sorties. On peut considérer que les entrées et les sorties
sont des entiers naturels. A tout programme est donc associé une fonction, visiblement calculable
en notre sens intutif.

On dit qu’une fonction sur les entiers naturels et a valeurs dans les entiers
naturels est récursive si, et seulement si, il existe (au moins) un programme
(au sens ci-dessus) permettant de la calculer.

Remarques.- 1°) La restriction apparente concernant les entiers naturels n’est pas fondamentale.
Les mots, par exemple, peuvent étre représentés par des entiers naturels en utilisant un codage
adéquat.

- 22) Une fonction récursive peut étre calculée par plusieurs programmes. Il y en a
méme toujours une infinité : il suffit, si on a un programme dans lequel le registre r,, n’est jamais
utilisé, d’introduire, par exemple au début, autant de fois que ’on veut 'instruction :

Tn =T

- 3°) Les fonctions récursives sont visiblement calculables, mais est-ce que toutes les
fonctions calculables sont récursives 7 Il est délicat d’y répondre puisqu’on est en présence, d’une
part, d’une notion mathématique précise (celle de fonction récursive) et, d’autre part, d’une
notion intuitive (celle de fonction calculable). Cependant on a tout lieu de penser que l’assertion
suivante est vraie.

Thése de Church (1936)

Les fonctions calculables sont les fonctions récursives.

Justification de la thése de Church.- La thése de Church est justifiée par les faits suivants :

— Dauns les années 1930 plusieurs auteurs ont essayé de mathématiser la notion de fonction
calculable.

— IIs sont arrivés & des résultats différents, certes, mais on est toujours arrivé & montrer que
I’ensemble des fonctions correspondant & un modéle donné est identique a ’ensemble des
fonctions correspondant & au moins un autre et donc a tous les autres.

— L’un des modeéles, celui des machines de Turing, a réussi a convaincre entiérement.

— On s’apercoit jour aprés jour que toute fonction intuitivement calculable est bien calculable
sur ordinateur.
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1.5 Historique

Nous avons déja vu, lors de 'introduction & la programmation, deux moments clés de ’histoire
de la notion d’ordinateur :

— le contexte, c’est-a-dire les besoins en calculs de plus en plus complexes, depuis la Préhis-
toire ;
— la création des bureaux de calculs pour effectuer les calculs complexes.
Nous allons voir maintenant deux autres moments clés :
— la réalisation de machines d’aide aux calculs;

— la définition de ce qui peut étre résolu algorithmiquement au milieu des années 1930,
cristallisée par la thése de Church-Turing.

A drawing of the Greek abacus in
use. (Source: From an illustration on
the “Darius” vase.)

FIGURE 1.5 — Vase de Darius ([Wil-85], p. 56)

1.5.1 Machines d’aide aux calculs

Nous avons déja signalé le livre [Wil-85] pour une initiation a Ihistorique des outils d’aide
aux calculs, y compris les ordinateurs qui n’en sont qu’une étape, la plus évoluée. On pourra s’y
référer.

1.5.1.1 Abaques

Des outils d’aide aux calculs apparurent dans I’Antiquité sous le nom d’abaque, ce qui a
désigné des techniques différentes et dont ’histoire est en grande partie perdue (voir [Sch-01]).

DEMOSTHENE (7384 av. J.C., 7322 av. J.C.) écrit ([227] et [229]) que nous avons besoin
d’utiliser des cailloux pour effectuer les calculs qui sont trop difficiles & faire & la main.

HERODOTE ([Her], I 36) écrit a propos des Egyptiens : « Ils écrivent leurs caractéres et
calculent avec des caillouz, de droite a gauche la ot les Grecs le font de gauche a droite ».
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Le vase grec dit de Darius, trouvé en 1851 et maintenant conservé au musée de Naples, montre
un trésorier tenant une tablette & la main alors qu’il semble manipuler des compteurs sur une
table avec 'autre (figure 1.5, voir aussi une photo dans [Smi-25], vol. II, p. 161).

Une table d’abaque a été trouvée dans l'ile de Salamis prés du Pirée (figure 1.6).

A drawing of the Salamis abacus.
Note that the original stone has been
broken in two pieces.
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FIGURE 1.6 — Abaque de Salamis ([Wil-85], p. 57)

On sait que la manipulation des cailloux sur de la poussiére, ou 'utilisation d’un doigt ou
d’un stylet sur de la poussiére fine ou du sable déposé sur une table, est utilisée depuis les temps
les plus anciens. Le mot sémite abaq (poussiére) semble étre & 'origine du mot abaque. Les Grecs
utilisaient le mot abax pour désigner une surface plane sur laquelle ils effectuaient leurs calculs.

Le terme abaque a désigné plusieurs choses au cours de son histoire, y compris les bouliers au
XIX? et XX° siécles.



1.5. HISTORIQUE 17

1.5.1.2 Calculatrices mécaniques

On appelle calculatrice toute machine permettant d’effectuer rapidement 'une ou la totalité
des quatre opérations sur les entiers naturels : addition, soustraction, multiplication et division.

Un bon résumé de l'histoire des calculatrices se trouve dans le livre A history of Compu-
ting Technology [Wil-85] de Michael WILLIAMS, avec des références bibliographiques. Nous nous
contenterons ici d’en donner les grandes étapes.

— La détermination des impdts donne lieu & la naissance de la premiére machine & calculer
mécanique, celle de Blaise PASCAL (1623-1662) en 1642, dont le pére était fermier général,
c’est-a-dire chargé de la détermination et du recouvrement des impots. Celle-ci connait
un trés grand intérét de curiosité mais pas le succés commercial escompté.

— On a découvert tardivement que PASCAL a été devancé par Wilhem SCHICKARD (1592-
1635), qui a certainement construit une calculatrice permettant les additions en 1623, mais
qui est perdue.

— Gottfried Wilhem LEIBNIZ (1646-1716) construit une machine capable d’effectuer des
multiplications en 1670.

— La premiére calculatrice & connaitre un succés commercial, inspirée de la machine de
Leibniz, est 1’arithmomeétre de Thomas DE COLMAR, mise sur le marché en 1820 et qui
fut vendue jusqu’a la premiére guerre mondiale. D’autres machines, toutes mécaniques,
furent commercialisées jusqu’au début des années 1970. Elles sont alors remplacées par les
calculettes électroniques, sous-produit des ordinateurs.

1.5.1.3 Machines dédiées

On appelle machine dédiée tout outil d’aide aux calculs congu pour un besoin bien défini.

Il s’agit d’abord de calculateurs analogiques (et non numériques), tels que ceux qui servent a la
prévision des marées (en particulier celui de lord KELVIN, qui a construit en 1878 un des premiers
calculateurs analogiques, un prédicteur de marées mécanique appliquant les principes de I’analyse
harmonique), qui sont décrits dans la premiére partie de [Gol-72]. Il s’agit ensuite de calculateurs
mécaniques tels que la machine Z1 de Konrad ZUsg (1910-1995) construite en 1938 puis des
machines électro-mécaniques (utilisant des relais) tels que le Model I de Georges STIBITZ aux
établissements Bell pour effectuer des calculs sur les nombres complexes. Une premiére description
de ces machines se trouve dans [Wil-85].

1.5.1.4 Calculateurs généralistes

On appelle calculateur généraliste tout outil d’aide aux calculs capable d’effectuer des
calculs plus compliqués que les quatre opérations sans étre une machine universelle (au sens ou
nous le verrons & la sous-section suivante).

Il s’agit des machines Z2, Z3 et Z4 de Konrad ZUSE construites avant la fin de la seconde guerre
mondiale, des Model II & Model VI de Georges STIBITZ aux établissements Bell, des machines
de Harvard de Howard AIKEN (Mark I & Mark IV) et des premiers calculateurs IBM. Viennent
enfin les calculateurs électroniques telles que la machine ABC de John ATANASOFF (1903-1995)
et Clifford BERRY (1918-1963) et surtout 'ENIAC de 'université de Pennsylvanie. Une premiére
description de ces machines se trouve dans [Wil-85].
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1.5.1.5 Machines universelles ou ordinateurs

On appelle machine universelle, ou ordinateur, tout outil d’aide auz calculs capable d’ef-
fectuer tout calcul qui l’est par une machine, qu’importe la nature de celle-ci.

Le premier ordinateur (congu mais non construit) est la machine analytique de Charles BAB-
BAGE (1791-1871), entiérement mécanique. L’idée du premier ordinateur jamais réalisé, due
essentiellement & John vON NEUMANN est PTEDVAC concu en 1945. Mais & cause des dissensions
au sein de ’équipe, il ne sera terminé qu’en 1950, aprés la mise en service de TEDSAC de Cam-
bridge en Angleterre (1949), congu par Maurice WILKES. On pourra trouver une introduction a
la naissance des ordinateurs, avec des références bibliographiques, dans [Wil-85].

Vint ensuite la commercialisation des ordinateurs, avec la toute puissance d’IBM durant une
période, puis I’apparition des micro-ordinateurs.
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1.5.2 Fonctions calculables
1.5.2.1 Premiers doutes sur les limites des calculs par programme

Les calculs apparaissent depuis la naissance des Cités pour des raisons de comptabilité (les
quatre opérations arithmétiques) puis pour des raisons astronomiques (liées & la détermination
des saisons pour ’agriculture). Apparaissent ensuite de plus en plus de programmes de calculs,
non pas, historiquement, les programmes d’ordinateur mais les programmes dans les bureaux de
calculs. Deux problémes, cependant, vont inciter & s’interroger sur les limites de ceux-ci.

Attitude générale.- Pendant longtemps les mathématiciens ont résolu des problémes particuliers
par des méthodes générales, des méthodes souvent plus générales que ce pourquoi elles ont
été recherchées. On s’interroge, par exemple, sur la contenance d’un tonneau de telle forme.
La méthode la plus générale de I’Antiquité, apelée méthode d’ezhaustion, consiste a deviner la
formule (exacte) donnant le volume d’un solide d’une forme déterminée puis a la démontrer en
approximant le solide par des polyédres de plus en plus proches. Au XVII€ siécle, la méthode du
calcul intégral de NEWTON et LEIBNIZ permet de calculer des volumes sans avoir d’idée a priori
sur le résultat. On ne commence & s’interroger sur la notion générale de volume qu’au troisiéme
tiers du XIX* siecle.

Le XIX€ siécle est un siécle a la fois de rigueur et de classification. On ne s’intéresse plus a tel
ou tel probléme particulier, on veut formuler le cas général et obtenir des théorémes généraux
sur celui-ci.

Premier probléme : théorie des invariants.- Considérons une courbe dans le plan, une surface
dans l’espace ou ’analogue (une hypersurface) dans un espace de dimension arbitraire. Certains
de ces objets sont des variétés, dont les coordonnées, dans un repére donné, vérifient une équation
polynomiale. Lorsqu’on change de repére, I’équation de la variété change mais on peut mettre en
évidence sur ’équation des propriétés invariantes par rapport a un changement de repére. Ces
invariants traduisent les propriétés géomeétriques intrinséques de la variété.

Une variété algébrique dans un espace de dimension n est définie, dans un repére donné, par
P(z1,...,x,) = 0, ou P est un polynéme homogene de degré m. Un invariant est un polynome
I en les coefficients des polynémes homogeénes & n variables de degré m tel que pour toute
transformation linéaire, de déterminant 1, on ait I(a) = I(a’), si a est la liste des coefficients de
P et o’ celle de ’équation P’ aprés la transformation.

Le probléme de la théorie des invariants consiste a déterminer les invariants de la variété
algébrique.

En 1868 [Gor-68], Paul GORDAN (1837-1912) trouve une méthode pour déterminer les in-
variants d’une courbe algébrique plane. Pendant vingt ans, personne ne réussit & ameéliorer les
résultats de GORDAN. En 1890, David HiLBERT [Hil-90] donne une réponse en dimension quel-
conque, en montrant que, dans un espace de dimension donnée, il existe une famille finie qui
engendre ’ensemble des invariants par des opérations simples (Théoréme de la base de Hilbert).
Cependant la démonstration ne donne pas de procédure pour calculer la famille génératrice.
Cette voie abstraite rencontre une vive opposition. GORDAN déclare : « Ce n’est pas des mathé-
matiques, c¢’est de la théologie » (cf. [McL-08]). HILBERT reprend le probléme et, en 1893 [Hil-93],
réussit a donner une démonstration constructive qui permet de calculer la famille génératrice des
invariants .

C’est certainement la premiére fois que 1’on insiste sur 'effectivité ou calculabilité d’un pro-
bléme.

3. Pour une introduction a ’ceuvre de Hilbert, on pourra se reporter a [Cas-01].
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Deuxiéme probléme : équations différentielles et axiome du choix.- Le développement des ma-
thématiques classiques est fortement lié & celui de la physique. Ce dont a besoin la physique,
c’est la résolution d’équations différentielles. Pour les cas simples, on a pu trouver des solutions
« exactes » & certaines d’entre elles, c’est-a-dire exprimable & ’aide des fonctions connues. Au
XIX¢ siécle, on commence a comprendre que ’on n’a pas toujours de « solution analytique »
exacte. Les solutions approchées sont suffisantes pour la physique a condition de disposer de thé-
orémes sur certaines propriétés générales. Augustin CAUCHY (1789-1857) [Cau-1844|, avec des
hypotheéses précisées par Rudolph LipscHITZ (1832-1903), montre 'existence et 'unicité de la
solution d’une équation différentielle avec des conditions initiales données [Yus-81], ce qui refléte
bien 'expérience physique.

Guiseppe PEANO (1858-1932) améliore le résultat de CAUCHY et LIPSCHITZ en montrant
Iexistence dans le seul cas de la continuité, mais sans unicité comme le montre I’exemple classique
y = V.

On s’apercoit rapidement que PEANO utilise implicitement une hypothése pour démontrer
son résultat, hypothése qui va étre connue sous le nom d’aziome du choiz. Un énoncé simple
de celui-ci dit que le produit cartésien (infini) d’ensembles non vides est un ensemble non vide.
Emile BOREL s’interroge sur la notion d’effectivité a propos de la justification de I’axiome du
choix dans ses Legons sur les fonctions de 1898 [Bor-98|.

1.5.2.2 Retour en arriére : émergence des problémes de possibilité

Au dix-neuviéme siécle nait une nouvelle fagon de répondre aux problémes, le type de réponse
étant inattendu pour un mathématicien de ’époque. Jusqu’alors, lorsqu’on posait un probléme,
on s’attendait a ce qu’il soit résolu, tot ou tard, sous la forme sous laquelle il a été posé. Le
nouveau type de réponse est : il n’existe pas de réponse au probléme sous la forme sous laquelle
il est posé.

Cette nouvelle attitude apparait & propos de problémes anciens sur la résolution des équations
algébriques et sur le probléme des constructions géométriques.

Le premier exemple en est donné par RUFFINI en 1799 [Ruf-04]. Les équations algébriques
sont apparues trés tot pour des raisons diverses (mais non vraiment explicitées). La résolution
des équations du second degré date de la Mésopotamie ancienne. La résolution des équations
du troisiéme et du quatriéme degré date du XVI¢ siécle (TARTAGLIA, FERRARI...). On cherche
alors activement & résoudre I’équation du cinquiéme degré, plus exactement par radicaux, c’est-
a-dire que les solutions sont exprimées & partir des coefficients en utilisant les quatre opérations
arithmétiques et le passage & la racine n-iéme. RUFFINI montre que c’est impossible, ou tout au
moins affirme puisque son article est considéré comme incompréhensible. Qu’importe puisque
les démonstrations d’ABEL (en 1824) puis le théoréme général de GAaLois de 1832 (qui va plus
loin puisqu’indique dans quel cas une équation algébrique est résoluble par radicaux) confirment
ce résultat.

Le second probléme concerne les constructions géométriques a 1’aide de la régle et du com-
pas. L’Antiquité laisse trois problémes non résolus a ce propos : la duplication du cube (en
terme moderne il faut construire la racine cubique de 2), la trisection d’un angle quelconque
(la construction de la bissectrice est connue depuis longtemps) et la quadrature du cercle (étant
donné le rayon d’un cercle, autrement dit un segment de droite, construire le co6té, un autre
segment, d'un carré ayant méme aire que le cercle). WANTZEL montre en 1837 [Wan-37] qu’il est
impossible de résoudre les deux premiers problémes : les longueurs des segments constructibles &
I’aide de la régle et du compas par rapport a un segment de longueur un sont appelés les nombres
constructibles; WANTZEL commence par montrer que les nombres constructibles sont ceux des
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extensions quadratiques itérées du corps des rationnels ; il montre ensuite que ni v/3, ni sin(10°)
ne sont des nombres constructibles. LINDEMANN [Lin-82] conclut en montrant I'impossibilité de la
quadrature du cercle en 1882, plus précisément en démontrant que le nombre 7 est transcendant,
c’est-a-dire qu’il n’est solution d’aucune équation polynomiale & coefficients rationnels.

Beaucoup d’autres solutions de ce type apparaissent. David HILBERT y fait référence dans
son célébre exposé Sur les probléemes futurs des Mathématiques de 1900 :

1l se peut aussi que ['on s’efforce d’obtenir une solution en se basant sur des hy-
potheéses insuffisantes ouw mal comprises et que, par suite, on ne puisse atteindre le
but. Il s’agit alors de démontrer l'impossibilité de résoudre le probléme en se servant
d’hypothéses telles qu’elles ont été données ou interprétées. Les Anciens nous ont
donné les premiers exemples de pareilles démonstrations d’impossibilité ; ils ont dé-
montré ainsi que dans un triangle rectangle isocéle l'hypoténuse et le coté de l'angle
droit sont dans un rapport irrationnel. Dans les Mathématiques contemporaines, la
question de l'impossibilité de certaines solutions joue un réle prépondérant; c’est a
ce point de vue de la démonstration de ['impossibilité que d’anciens et difficiles pro-
blemes, tels que ceux de la démonstration de ’axiome des paralléles, de la quadrature
du cercle et de la résolution par radicaux de l’équation du cinquiéme degré, ont re¢u
une solution parfaitement satisfaisante et rigoureuse bien qu’en un sens tout diffé-
rent de celui qu’on cherchait primitivement. Le fait remarquable dont nous venons
de parler et certains raisonnements philosophiques ont fait naitre en nous la convic-
tion que partagera certainement tout mathématicien, mais que jusqu’ici personne n’a
étayée d’aucune preuve, la conviction, dis-je, que tout probléme mathématique déter-
miné doit étre forcément susceptible d’une solution rigoureuse, que ce soit par une
réponse directe a la question posée, ou bien par la démonstration de l’'impossibilité de
la résolution, c’est-a-dire de l'insuccés de toute tentative de résolution.

[Hil-00], p. 11-12.

Il est d’ailleurs curieux que, alors qu’il ait bien conscience de solutions inattendues, HILBERT
ne remette absolument pas en doute les possibilités du calcul. L’une des preuves les plus flagrantes
de cette derniére constatation est I’analyse faite par Yuri MATIIASSEVICH en 1999 de la facon
dont David HILBERT pose son dixiéme probléme (sur les mathématiques futures) en 1900 :

Le dixieme probléme occupe moins d’espace qu’aucun autre probleme dans [article
de Hilbert. Durant son exposé il n'en dit pas un mot, ainsi que sur quelques autres
problémes. Son exposé dura deux heures et demi mais ceci ne fut pas suffisant pour
présenter les vingt-trois problémes ; ainsi quelques problémes, dont le diziéme, ne
furent pas présentés oralement mais seulement inclus dans la version imprimée de
l’exposé.

Ainsi Hilbert ne donna-t-il pas de motivation pour le diziéme probléme. Nous pouvons
seulement deviner pourquoi il ne parla que des solutions en « entiers rationnels ».
Nous avons vu que cela est équivalent a rechercher un algorithme pour résoudre les
équations diophantiennes en entiers naturels. Mais, en fait, Diophante lui-méme ne
résolvait les équations ni en entiers naturels, ni en entiers relatifs, il cherchait des
solutions rationnelles. Donc pourquoi Hilbert ne demanda-t-il pas une procédure pour
déterminer exzistence de solutions rationnelles ¢ La réponse est plus ou moins €évi-
dente. Hilbert était optimiste et croyait en existence d’un algorithme pour résoudre
les équations diophantiennes en entiers. Un tel algorithme nous permettrait également
de résoudre les équations en rationnels.

[Mat-99], p. 297
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Bien sir on ne peut pas en déduire a priori & propos d’un probléme particulier qu’HILBERT
ne se posa jamais la question de la calculabilité. Mais en fait aucun des problémes ne porte sur
la calculabilité et on ne retrouve pas de trace de cette interrogation dans ses ceuvres.

1.5.2.3 Le besoin de caractériser les fonctions calculables

Nous avons vu ci-dessus survenir quelques doutes sur la calculabilité de certaines opérations,
en particulier par Emile BOREL, mais sans qu’il y ait de définition de ce qui est calculable. La
nécessité de définir rigoureusement la calculabilité d’une fonction se fait ressentir & propos de
deux problémes : celui de la décidabilité de I’arithmétique élémentaire et ’énoncé du théoréme
d’incomplétude de GODEL.

Le probléme de la décidabilité de 'arithmétique élémentaire.- Tout le monde se souvient des pro-
blémes de Géomeétrie qu’il a rencontrés au collége. Il faut, suivant la capacité de chacun, plus ou
moins de temps pour les résoudre. Certains sont méme si difficiles qu’il faut attendre la solution
du professeur. D’autres, encore plus difficiles, faisaient I’objet d’énoncés dans des revues telle que
feue la Revue de Mathématiques Elementaires en France.

Alfred TARSKI montre  la fin des années 1920 (publié tardivement [Tar-48, Tar-51]) qu’en fait
il n’y a nul besoin de créativité pour résoudre ces problémes. On peut automatiser la géométrie
élémentaire, c’est-a-dire que l'on peut construire une machine & laquelle on donne 1’énoncé et
celle-ci en donne la réponse. Il s’agit d’un résultat théorique, une telle machine n’étant pas
construite a 'époque. Ce n’est que dans les années 1970 qu’elle commencera & apparaitre comme
programme d’ordinateur.

Puisque la géométrie élémentaire est automatisable, il doit bien en étre également ainsi de
I’arithmétique élémentaire, se dit-on a I’époque. Des recherches sont alors effectuées dans ce sens,
mais on s’apercoit rapidement que le cas est plus coriace. On commence méme a se dire qu’il
ne doit pas en étre ainsi. Mais comment le démontrer? Et d’abord comment démontrer qu’un
probléme n’est pas automatisable. Il faudrait déja préciser ce qu’est un probléme automatisable.

Le théoréme d’incomplétude de Godel.- En 1931, Kurt GODEL répond & HILBERT (plus exacte-
ment & son propos que « la conviction, dis-je, que tout probléme mathématique déterminé doit
étre forcément susceptible d’une solution rigoureuse, que ce soit par une réponse directe a la
question posée, ou bien par la démonstration de limpossibilité de la résolution, c’est-a-dire de
Uinsucces de toute tentative de résolution ») par son célébre théoréme d’incomplétude : quelle
que soit la théorie mathématique considérée, il existe un énoncé du langage de celle-ci qui ne peut
ni étre démontré, ni réfuté dans cette théorie.

GODEL [God-31] a besoin d’un minimum d’hypothéses sur ce qu’est une théorie mathémati-
que pour démontrer son théoréme. Une théorie mathématique est une théorie logique du premier
ordre, avec un certain ensemble d’axiomes. Dans ce contexte, 'ensemble des axiomes ne peut
pas étre fini mais on doit savoir si un énoncé du langage de la théorie est un axiome ou non.
Autrement dit on doit pouvoir décider si c’est un axiome.

Pour démontrer son théoréme, GODEL donne lui-méme une définition de ce qu’est une fonc-
tion calculable, inspirée, dit-il, d’'une suggestion non publiée de Jacques HERBRAND. Il ne sera
cependant lui-méme convaincu qu’il a bien ainsi appréhendé la notion de fonction calculable qu’a
Papparition du modéle de TURING en 1936 (et de I’équivalence avec son modéle), comme il le dit
dans un postcriptum a la réédition de son article dans [Dav-65] :

En conséquence d’avancées ultérieures, en particulier aw fait que, dus auz travaur de
A. M. Turing, une définition précise et adéquate sans discussion du concept général de
systeme formel peut maintenant étre donnée, l'existence de propositions arithmétiques
indécidables et la non-prouvabilité de la consistance d’un systéme dans ce systéme lui-
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méme peuvent maintenant étre démontrés rigoureusement pour tout systeme formel
contenant une certaine quantité de théorie des nombres finitaire.

Les travaux de Turing donnent une analyse du concept de « procédure mécanique »
(alias « algorithme » ou « procédure calculatoire » ou « procédure combinatoire fi-
nie »). On a montré que ce concept est équivalent a celui de « machine de Turing ».

[Dav-65], p. 71

1.5.2.4 Caractérisation des fonctions calculables

Venons-en donc a la définition de TURING. Sous la direction de NEUMANN, Alan TURING
passe de ’étude de la théorie des groupes & ’hypothése de Riemann et, pour cela, au calcul des
zéros de la fonction dzéta. Les moyens théoriques sont hors de portée; il s’agit donc d’effectuer
des calculs sur les décimaux (avec les erreurs inhérentes) pour obtenir des résultats sur les réels.

Il abandonne ce probléme pour une réflexion globale sur les réels qui peuvent étre calculables
et plus généralement sur « ce qui est calculable ». Il répond a la question en 1936 [Tur-36| en
définissant son célébre modeéle de machines abstraites. Sa réponse est immédiatement acceptée.
La méme année Alonzo CHURCH [Chu-36] clame que toute notion de calculabilité est réductible
aux machines de Turing (ce qui est connu sous le nom de thése de Church) :

Le fait que deux définitions trés différentes et (dans l'opinion de l'auteur) également
naturelles de la calculabilité effective soient équivalentes ajoute a la force des raisons
données ci-dessous pour croire qu’elles constituent une caractérisation générale de
cette motion cohérente avec la compréhension intuitive de celle-ci.

[Chu-36], note 3

Plusieurs autres modéles de calculabilité sont proposés, dont on montre facilement qu’ils sont
tous équivalents a celui des machines de Turing.

1.5.2.5 Autres modéles et machines RAM

Plusieurs modéles théoriques de caractérisation des fonctions calculables ont été proposés,
presque tous la méme année 1936.

Modéle des fonctions récursives.- Comme nous l'avons déja dit, le premier modéle est proposé
par HERBRAND.

Kurt GODEL est le premier mathématicien a avoir besoin d’une caractérisation de ’ensemble
des fonctions calculables. Il utilise une variante de celle de HERBRAND dans [God-31] mais sans
étre en étre satisfait.

A-calcul.- Alonzo CHURCH [Chu-33] et Stephen Cole KLEENE [Kle-35] proposent un second mo-
deéle en 1933, qui sera appelé plus tard A-calcul (prononcez lambda calcul). L’équivalence avec le
modele de Herbrand—Gddel est due principalement & KLEENE [Kle-36] mais aussi partiellement
a CHURCH et ROSSER [CR-36].

Machines de Turing.- Ce qu’on appelle de nos jours machines de Turing a été proposé par Alan
TURING [Tur-36] et, indépendamment et de fagon plus approfondie, par Emil PosT [Pos-36]. L’é-
quivalence avec la A-définissabilité est esquissée dans ’appendice de I'article méme de TURING
puis prouvée dans [Tur-37].

Quelques variations Markov et les machines RAM
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1.7 Exercices

Exercice 1.- (Soustraction)

La soustraction n’est pas une opération totale sur I’ensemble N des entiers naturels. On parle
de soustraction compléte lorsqu’on prolonge cette opération par 0 pour un premier opérande
plus petit que le second opérande.

Ecrire un programme qui calcule la différence compléte de Uentier naturel contenu dans le
registre e1 par celui contenu dans le registre eo et place le résultat dans le registre s1.

Exercice 2.- (Codage des mots par des entiers naturels)

Exercice 3.- (Génération des ensembles infinis)

Nous avons dit que nous avions de la chance car, bien que [’ensemble des opérations calculables
par un ordinateur soit infini, toute opération calculable peut étre engendrée a partir d’un ensemble
fini par un nombre fini de constructeurs d’opérations.

- 1°) Tout ensemble infini est-il engendré a partir d’un sous-ensemble fini par un nombre fini
de constructeurs ?

- 2°) Tout ensemble dénombrable est-il engendré & partir d’un sous-ensemble fini par un
nombre fini de constructeurs ?

Exercice 4.- Nous avons vu que le nombre de programmes et le nombre de fonctions calculables
sont infinis.

Se pourrait-il que le nombre de programmes soit infini alors que le nombre de fonctions cal-
culables soit fini?



