
Modélisation à l'aide des systèmes de transitionCours de langages de spé
i�
ationCatalin Dima



Con�gurations et symboles
◮ Les automates fon
tionnent sur des alphabets 
ontenant dessymboles atomiques.
◮ Comment arrive-t-on à modéliser le 
omportement des systèmesinformatiques ave
 de tels symboles ?
◮ Symbole = état des variables :

◮ Supposons que V est l'ensemble des variables du programme.
◮ Supposons que 
haque variable prend des valeurs booléennes.
◮ Une 
on�guration du système est une valuation des variables :V −→ {0, 1}.
◮ L'alphabet devient alors l'ensemble des valuations des variables.

◮ Des variables à valeurs entières bornées (dans un intervalle [0..k])peuvent être 
odés dans les variables à valeurs booléennes.
◮ Par 
ontre 
e modèle ne permet pas de 
oder des variables à valeursnon-bornées !



Systèmes de transition (Kripke)Système de transition (ou stru
ture de Kripke) : tupleT = (Q,V ,Q0, δ, π) où :
◮ Q est un ensemble �ni d'états.
◮ V est un ensemble de variables booléennes.
◮ δ ⊆ Q × Q est la relation de transition.
◮ π : Q −→ 2V est l'étiquetage des états par des variables booléennes.

◮ Si v ∈ π(q), on dit que v est vraie dans q.
◮ Autre variante de dé�nition : π ⊆ Q × V , indiquant, si (q, v) ∈ π,que v est vraie dans q.
◮ Assez souvent, π rempla
e 
arrément Q, les états étant 
ara
tériséspar les valuations des variables.Exemple ...



Comparaison ave
 les automates de Moore
◮ Ensemble d'états dans un système de transition = ensemble d'étatsdans un automate.
◮ Fon
tion d'étiquetage des états = alphabet.
◮ Relation de transition identique.
◮ Pas d'états �naux (on verra pourquoi).
◮ Remarquer qu'un système de Kripke dans lequel les états sont
ara
térisés par π 
orrespond à un automate de Moore déterministe !



Le loup, la 
hèvre et le 
hou
◮ Un 
hasseur amenant un loup, une 
hèvre (vivants) et un 
hou,arrive aux berges d'une rivière, et veut passer ave
 les deux animauxet le 
hou de l'autre 
oté.
◮ Un ferry est amarré pour permettre la traversée, mais ne possèdeque deux pla
es.
◮ Si le 
hasseur laisse le loup ave
 la 
hèvre sur une berge, le loupmange la 
hèvre.
◮ Pareil, si la 
hèvre reste sur une berge ave
 le 
hou et n'est passurveillée par le 
hasseur, elle mange le 
hou.
◮ Le 
hasseur veut que tout son bagage vivant ou pas passe de l'autre
oté de la rivière en bon état ou bonne santé.



Système de Kripke pour le loup, la 
hèvre et le 
hou
◮ Variables V = {Chass, Loup,Chev ,Chou}.
◮ Interprétations : var = 0 ssi personne/objet sur rive droite, sinon 1.

◮ États : quadruplets de valeurs (Chass, Loup,Chev ,Chou).
◮ Transitions :

◮ Passage du 
hasseur et du loup d'une berge à l'autre :
(i1, i2, i3, i4) −→ (1− i1, 1− i2, i3, i4).

◮ Passage du 
hasseur et de la 
hèvre d'une berge à l'autre :
(i1, i2, i3, i4) −→ (1− i1, i2, 1− i3, i4).

◮ Et
.
◮ Traversée �instantanée� (abstra
tion) −→ pas de valeur spé
ialepour les variables �pendant� la traversée.

◮ État initial ?
◮ États interdits ?
◮ Solution ?



Spé
i�
ation du système de KripkeLe loup, la 
hèvre et le 
houFormule dé�nissant la relation de transition :
◮ (Valeurs des) variables avant la transition : Chass, Loup,Chev ,Chou.
◮ (Valeurs des) variables après la transition :Chass ′, Loup′,Chev ′,Chou′.Variantes :1. A�e
tation des variables primes impliquant les variables non-primes :Chass′ = 1− Chass ∧ (Loup′ = 1− Loup ∧ Chev ′

= Chev ∧ Chou′ = Chou)∨
(Loup′ = Loup ∧ Chev ′

= 1− Chev ∧ Chou′ = Chou)∨
(Loup′ = Loup ∧ Chev ′

= Chev ∧ Chou′ = 1− Chou)∨
(Loup′ = Loup ∧ Chev ′

= Chev ∧ Chou′ = Chou)∨2. Autre variante :Chass′ = 1−Chass∧Loup′+Chev ′
+Chou′ ≤ 1∧Loup′ ≥ 0∧Chev ′ ≥ 0∧Chou′ ≥ 0



Passage à niveau
◮ Capteur d'appro
he du train : variable pres ∈ {0, 1}.
◮ Distan
e entre le train et le passage à niveau : variabled ∈ {−3,−2,−1, 0, 1, 2,∞}.
◮ Contr�leur de la barrière : a

ès à la variable pres et variablesupplémentaire barr ∈ {0, 1}.
◮ Modélisation par deux 
omposants : le train et (le 
ontr�leur de) labarrière.
◮ Système 
omplet = 
omposition syn
hrone des deux 
omposants !

◮ Interse
tion des langages !



Train
◮ Le train appro
he le passage à niveau de loin :

φ1 : pres = 0 ∧ d = ∞∧ pres ′ = 1 ∧ d = 3
◮ Ensuite il avan
e mètre par mètre :

φ2 : pres = pres ′ ∧ d ′ = d + 1 ∧ d ≤ 2
◮ Lorsqu'il est à 2m après la barrière, une se
onde après il est loin :

φ3 : pres = 1 ∧ pres ′ = 0 ∧ d = 2 ∧ d ′ = ∞

◮ Lorsqu'il est loin, il peut aussi rester loin :
φ4 : pres = pres ′ = 0 ∧ d = ∞

◮ Relation de transition de la 
omposante �train� :
φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 ∧ φ4

◮ Dessin...



Barrière
◮ Lorsque le train vient de loin, le 
apteur pres 
hange de valeur :

ψ1 : pres = 0 ∧ pres′ = 1 ∧ barr ′ = barr = 0
◮ Une se
onde après avoir 
apté l'appro
he du train, la barrière est baissée barr
hange de valeur :

ψ2 : pres = pres′ = 1 ∧ barr = 0 ∧ barr ′ = 1
◮ Lorsque le train s'éloigne, le 
apteur pres 
hange à nouveau de valeur :

ψ3 : pres = 1 ∧ pres′ = 0 ∧ barr = barr ′ = 1
◮ Une se
onde après avoir 
apté l'éloignement du train, la barrière est levée :

ψ4 : pres = pres′ = 0 ∧ barr = 1 ∧ barr ′ = 0
◮ En�n, tant que le 
apteur ne signale au
un 
hangement, la barrière reste dans saposition pré
édente :

ψ5 : pres = pres′ ∧ barr = barr ′
◮ Relation de transition de la 
omposante �barrière� :

φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 ∧ φ4 ∧ φ5
◮ Dessin...



Composition des systèmes, 
as des variables partagées
◮ Interse
tion des deux automates (en fait systèmes de Kripke).
◮ ... sauf que les alphabets des deux systèmes ne sont pas les mêmes !

◮ Les variables de la 
omposante �train� ne sont pas les mêmes que
elles de la 
omposante �barrière�.
◮ Ajoutons dans 
haque 
omposante la variable qui manque !

◮ Chaque état est dupliqué (explosé) en deux autres, pour 
haquevaleur de la variable rajoutée.
◮ Adaptons les transitions !

◮ Chaque transition q −→ q′ donne lieu à quatre transitions
(q, i) −→ (q′

, j) (i , j ∈ {0, 1}).
◮ Maintenant on peut 
onstruire l'interse
tion.

◮ L'interse
tion peut se 
al
uler dire
tement aussi, sans é
latementintermédiaire.
◮ Dessin...



Problème d'ex
lusion mutuelle
◮ On a deux programmes qui possèdent 
ha
un une se
tion 
ritique :

◮ Le
ture-é
riture dans un �
hier 
ommun.
◮ Pour la 
ohéren
e des données dans le �
hier, à tout moment, aumaximum un programme peut se trouver dans sa se
tion 
ritique.

◮ C'est à dire, tant qu'un programme n'a pas quitté sa se
tion 
ritique,l'autre ne peut pas en
ore rentrer dans la sienne.
◮ Les programmes ne peuvent pas être exé
utés de manièreanar
hique !

◮ On suppose que les programmes sont exé
utés sur une ma
hineuni-pro
esseur.
◮ Don
 à 
haque instant une seule instru
tion peut s'exé
uter.



Algorithme de PetersonEx
lusion mutuelle sans interblo
agewhile (true) { while (true) {�ag1 := true ; �ag2 := true ;turn := 2 ; turn := 1 ;if !�ag2 || (turn=1) if !�ag1 || (turn=2)se
tion 
ritique 1 se
tion 
ritique 2�ag1 := false ; �ag2 := false ;} }Propriétés désirés :
◮ Ex
lusion mutuelle : les deux programmes ne peuvent pas se trouveren même temps en se
tion 
ritique.
◮ Non-interblo
age : à tout moment, un des deux programmes peutexé
uter une de ses instru
tion.Comment les prouver ?



Tradu
tion des programmes à variables partagées ensystèmes de Kripke
◮ Variables du système de Kripke = variable du programme.
◮ États = étiquettes des instru
tions du programme + valeurs desvariables.
◮ Les transitions modélisent l'évolution du programme :

◮ L'exé
ution d'une instru
tion fait avan
er le système de Kripke del'état 
orrespondant à l'instru
tion 
ourante à l'état 
orrespondant àl'instru
tion suivante.
◮ L'instru
tion suivante peut ne pas être l'instru
tion qui suit, dans le
as d'une instru
tion 
onditionnelle !
◮ Les valeurs des variables sont mises à jour selon l'instru
tionexé
utée.



Tradu
tion des programmes à variables partagées ensystèmes de Kripke
◮ Mais il y a des variables partagées !

◮ Ex. turn, �ag1, �ag2.
◮ Prog2 peut 
hanger turn, �ag2 !

◮ Alors il faut prévoir aussi la possibilité de 
hanger d'état par seulemodi�
ation de valeur de variable partagée par l'autre programme.
◮ Don
 sans 
hanger d'étiquette d'instru
tion de programme !

◮ Dessin (un pour 
haque programme !)



Composition semi-syn
hrone
◮ Lorsqu'on a plusieurs programmes qui doivent s'exé
uter sur unordinateur uni-pro
esseur, les états des programmes se su

èdent enentrela
ement.
◮ L'état du système est 
omposé du produit 
artésien des états(étiquettes) de 
haque programme, des valuations des variablespartagées et des valuations des variables propres.
◮ Ça ressemble beau
oup au shu�e, sauf que l'ensemble des variablesde la 
omposition est l'union des ensembles de variables de 
haqueprogramme.
◮ Cela implique que le système de Kripke 
orrespondant à 
haqueprogramme soit �é
laté� !



É
latement d'un système de KripkeÉtant donné un système T = (Q,V ,Q0, δ, π) et un ensemble de variablesV ′ ⊇ V , on 
onstruit T = (Q,V ,Q0, δ, π) où :
◮ Chaque état est é
laté en autant d'états que de valuations desvariables supplémentaires :Q = Q × 2V ′Q0 = Q0 × 2V ′

, Q f = Qf × 2V ′

δ =
{

(q, v) −→ (q′, v ′) | q −→ q′ ∈ δ, v , v ′ ⊆ V ′
}

π(q, v) = π(q) ∪ v
◮ Résultat : toute tra
e a

eptée par T est un é
latement d'une tra
ea

eptée par T .

◮ C.à.d. 
haque valuation des variables de V est augmentée d'unevaluation (quel
onque !) de variables dans V ′.



Composition semi-syn
hrone de deux systèmes
◮ Étant données deux stru
tures de Kripke T1 = (Q1,V1,Q10 , δ1, π1)et T2 = (Q2,V2,Q20 , δ2, π2), on 
onstruit T = (Q,V ,Q0, δ, π)
omme étant : T1 ⊗ T2 = T 1 ∩ T 2

◮ C.à.d. l'interse
tion de l'é
latement des deux systèmes !
◮ L'algorithme de Peterson en tant que 
omposition semi-syn
hronede systèmes de Kripke :

◮ Chaque programme sera modélisé en système de Kripke, puis é
laté.
◮ Puis on 
al
ule la 
omposition semi-syn
hrone des deux é
latements.
◮ Dessin (grand !)...



Quelques 
on
lusionsLes bienfaits de la théorie des automates (ou leurs équivalents, lessystèmes de Kripke) pour la modélisation des systèmes :
◮ État ∼ valeurs des variables à un instant donné.
◮ Modules = 
omposition (syn
hrone ou semi-syn
hrone).
◮ Passage du temps de durée d : suite de d transitions dans le système.
◮ Certains problèmes de re
her
he de solution se résolvent à l'aide demodèles de systèmes de transitions.
◮ La 
orre
titude de 
ertaines solutions se véri�e à l'aide de modèlesde systèmes de transitions.
◮ Le travail de véri�
ation implique un travail de tradu
tion(modélisation) en �langage� de type système de transition.

◮ Vrais (et puissants) langages de modélisation ?
◮ Les propriétés véri�ées sont assez simples : atteignabilité, sûreté,absen
e d'interblo
age.

◮ Autres propriétés plus puissantes ?
◮ Vrai langage de spé
i�
ation des propriétés à véri�er ?


